áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 7 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

1. ðÕÓÔØ f : [a; b] → R^3 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÏÅ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÁ (a; b), ÐÒÉÞÅÍ f(a) ≠ f(b). ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ c ∈ [a; b], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ f(c) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ f(a) É f(b)? (éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ: ŒÅÒÎÁ ÌÉ Œ R^3 ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ?)

2. æÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q ∈ [a; b] ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ (p; f(p)) É (q; f(q)), ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ ÇÒÁ- ÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), É ŒÏÇÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÌÅÖÉÔ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ. ðÕÓÔØ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^2 ÎÁ [a; b] É f^{′′}(x) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b); ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ŒÙÐÕËÌÁ ÎÁ [a; b].

3. ðÕÓÔØ x_1; : : :; x_n | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^{x1+:::+xn}_n ⩾^n √ x_1 : : : x_n. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ln | ŒÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.)

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

√_{x21 +:::+x2n} n ⩾^{x1 +:::+xn}_n .

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x = (x_1; : : :; x_n) ∈ R^n É p ⩾ 1, ÔÏ ‖x‖_p = (|x_1|^p + : : : + |x_n|^p)^{1=p}.

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ R^n É 1 ⩽ p ¡ q, ÔÏ ‖x‖_p ⩾ ‖x‖_q.

5. ðÕÓÔØ x = (x_1; : : :; x_n) ∈ R^n, y = (y_1; : : :; y_n) ∈ R^n, p ¿ 1 É^1_p +^1_q = 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |x_1y_1 +: : :+x_ny_n| ⩽ ‖x‖_p‖y‖_q. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ t → t^p | ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.)

6. ðÕÓÔØ x; y ∈ R^n É p ¿ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖x + y‖_p ⩽ ‖x_p‖ + ‖y‖_p.

7. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{x→a+0} f^′(x). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÅ a Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂÐÒÁŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑĄ (ÐÒÅÄÅÌ lim_{h→+0}^{f (a+h)−f (a)}_h ).

8. Á) æÕÎËÃÉÑ f ÚÁÄÁÎÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

f(x) = { e^{−1=x2} ; x ¿ 0; 0 x ⩽ 0:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ŒÓÅÍ R.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ C^∞-ÆÕÎËÃÉÑ f, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ÎÁ (−∞; 0] É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ [1; +∞).

9. ðÕÓÔØ f É g | ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^{k+1} Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ (ÐÒÉ x → 0) f(x) = p(x) + o(x^k); g(x) = q(x) + o(x^k);

ÇÄÅ p É q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g(x)) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ f(g(x)) = r(x) + o(x^k);

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(q(x)) ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ¿ k.

10. ðÕÓÔØ f(x) = sin(x^{13} + x^{15}). îÁÊÄÉÔÅ f^{(43)}(0). 11. îÁÊÄÉÔÅ lim_{x→0} sin(sh x) − sh(sin x) x^7 : 12. îÁÊÄÉÔÅ lim_{x→0} sin(tg x) − tg(sin x) arcsin(arctg x) − arctg(arcsin x) :

2