áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 8 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

òÑÄÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

åÓÌÉ {a_n} É {b_n} | ÄŒÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÉÛÕÔ a_n = O(b_n), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0, ÞÔÏ |a_n| ⩽ C · |b_n| ÄÌÑ ŒÓÅÈ n (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n). òÑÄ ∑ a_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ a_j | ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

1. ðÕÓÔØ ∑ a_n É ∑ b_n | ÒÑÄÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ a_n = O(b_n). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑ b_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ É ∑ a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2. ðÕÓÔØ {a_n} | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ 2^na_2n .

3. ðÕÓÔØ f : [1; +∞) → (0; +∞) | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n∈N f(n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{M →∞}

∫_M 1 f(x) dx.

4. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ p; q ∈ R ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑_∞ n=2 1 n^p (ln n)^q .

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{n→∞} (( 1 + 1 2 + : : : + 1 n ) − ln n )

(ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ üÊÌÅÒÁ).

6. ðÕÓÔØ ∑ a_n | ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÉÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

Á) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a^2_n?

Â) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a^3_n?

7. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, {a_n} | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀ- ÝÁÑ É ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÐÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_n ∈ C(X) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ‖f_1 + : : : + f_n‖ ⩽ M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_nf_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

8. ðÕÓÔØ {a_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑_∞ n=1(a_n=n^s) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s = s_0 ∈ R, ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ s ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ Œ (s_0; +∞).

(åÓÌÉ ŒÙ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ s É a_n ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.) 9. ðÏÌÏÖÉÍ, ÐÒÉ s ¿ 1,

ı(s) = 1 + 1 2^s + 1 3^s

+ : : :

(ĂÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁĄ).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ı(s) = lim_{n→∞} 1 1 −^1_{ps1}

: : : 1 1 −^1_{psn} ; ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ p_n ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ n-Å ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ lim_{s→1+0}(s − 1)ı(s). Œ) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ^1_{p1} +^1_{p2} + : : :?

10. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{n→∞} ( 1 n + 1 + 1 n + 2

+ : : : + 1 2n ) :

11. Á) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫_{ß=2} 0 sin^n x dx ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N.

(äÌÑ ÓÁÍÏÐÒÏŒÅÒËÉ: ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n ÏÔŒÅÔ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ ß.)

Â) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (Á) É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑ- ÍÉ ÓÉÎÕÓÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: ß 2 = lim_{n→∞}

(2 · 4 · 6 · : : : · 2n)^2 (1 · 3 · 5 · : : : · (2n − 1))^2 · (2n + 1) :

12. ðÕÓÔØ f : [a; b] → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim t→+∞ ∫_b a f(x) sin(tx) dx = 0:

2