áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 9 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

áÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ; ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

ðÕÓÔØ f É g | ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ∼ g ÐÒÉ x → a, ÅÓÌÉ lim_{x→a} f(x)=g(x) = 1, É ÞÔÏ f ≏ g, ÅÓÌÉ f = O(g) É g = O(f). (áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ x → ∞ É Ô. Ð.)

ĂîÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ fĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ g, ÞÔÏ f ∼ g (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ f ≏ g)Ą. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ g ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ĂÐÒÏÝÅĄ, ÞÅÍ g.

1. îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼: Á) ÄÌÑ f(x) = 1 − cos x ÐÒÉ x → 0;

Â) ÄÌÑ f(x) = sin(ß=6^x) − 1=2 ÐÒÉ x → 1.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =

∫_x 0 3√ sin t dt ÐÒÉ x → 0.

îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ (ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

3. a_n = (n + 1)^ff − n^ff (ÐÒÉ ff ¿ 0). 4. a_n =^3 √ n^5 − 3n + 2006.

5. a_n | n-Ê Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ctg x = x.

6. a_n | ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^7 + nx − 1 = 0. 7. a_1 = 1, a_{n+1} = sin a_n. 8. a_n =

∫_1 0 (1 − x^2)^n dx.

åÓÌÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ĂÐÒÏÓÔÁÑĄ ÆÕÎËÃÉÑ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÍÏÖÎÏ ÐÏÉÓËÁÔØ ĂŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍÐÔÏ- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑĄ | ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ f − g.

9. îÁÊÄÉÔÅ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ: Á) 1Á; Â) 2; Œ) 3; Ç) 5.

10. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘^1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ff = {a_n}_{n∈N}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑ a_n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ‖ff‖ = ∑ |a_n|.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‘^1 | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÌÅÎ- ÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ æ(ff; fi) = ‖ff − fi‖.

11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘^2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ff = {a_n}_{n∈N}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑ |a_n|^2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÐÏÌÏÖÉÍ ‖ff‖ = √∑ |a_n|^2.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‘^2 | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÌÅÎ- ÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ æ(ff; fi) = ‖ff − fi‖.

12. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [a; b) ⊂ [0; 1] É ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ { f ∈ C([0; 1]) : ∃x ∈ (a; b) | | | f(y) − f(x) y − x | | | ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ (a; b) }

ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ Œ C([0; 1]).

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÎÁ [0; 1], ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.

13. ðÕÓÔØ {f_n}_{n∈N} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C^1-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [a; b] (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^′_n ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ [a; b]). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} É {f^′_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{n→∞} f_n = f, ÔÏ lim_{n→∞} f^′_n = f^′.

14. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^1([a; b]) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^1-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b] (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Œ ÚÁÄÁÞÅ 13). äÌÑ f ∈ C^1([a; b]) ÐÏÌÏÖÉÍ

‖f‖ = sup_{x∈[a;b]} |f(x)| + sup_{x∈[a;b]} |f^′(x)|

(ÐÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ËÏÎÃÁÈ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^1([a; b]) | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ æ(f; g) = ‖f − g‖.

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÎÕÌÅÊ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (õËÁ- ÚÁÎÉÅ. œÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁË ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R.)

2