îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

œåëôïòîùå ðïìñ

úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ (ÎÁ R^2) e = x^@_{@y} , f = y^@_{@x} É h = x^@_{@x} − y^@_{@y} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ sl_2, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [h; e] = 2e, [h; f] = −2f É [e; f] = h. Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏÔÏËÉ ÐÏÌÅÊ e, f É h É ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ A → X_A, ÇÄÅ A = (a_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ n × n, Á X_A | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ R^n, ÒÁŒÎÏÅ

∑_n

i;j=1 aijxi @ @x_j , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. Â) ðÒÉ n = 3 ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÔÏËÉ ÐÏÌÅÊ XA,

ÇÄÅ A | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ so_3 ⊂ gl_3).

úÁÄÁÞÁ 3. îÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë çÒÉÎŒÉÞÓËÏÍÕ ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ ŒŒÅÄÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ’ | ÛÉÒÏÔÁ É ÄÏÌÇÏÔÁ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ X = cos ^@_@ É Y = cos ^@_{@’} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ŒÓÀ ÓÆÅÒÕ. Â) úÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x; y, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÓÅŒÅÒÎÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ (ÓÆÅÒÁ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(x; y; z) | x^2 + y^2 + z^2 = 1}). Œ) îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ. Ç) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ ÐÏÔÏËÉ É ÏÐÉÛÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÐÏÔÏËÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ GL(n) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n × n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Mat(n) ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_A GL(n) (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ A) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó Mat(n). Â) ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X_ó ÎÁ GL(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ X_C (A) = AC, ÇÄÅ A ∈ GL(n), Á C ∈ Mat(n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ C → X_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ (ÇÄÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Œ Mat(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ [C_1; C_2] = C_1C_2 − C_2C_1).

úÁÄÁÞÁ 5 (ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 4 ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ). Á) ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_E SO(n) Ë ÇÒÕÐÐÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n × n Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 Œ ÔÏÞËÅ E (ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑ- ÅÔÓÑ (ËÁË ?) Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ so_n ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L_A : SO(n) → SO(n) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ L_A(B) = AB (A; B ∈ SO(n)). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C ∈ so_n = T_E SO(n) ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X_C ÆÏÒÍÕÌÏÊ X_C (A) = L^′_A(E)C (∀A ∈ SO(n)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [X_{C1} ; X_{C2} ] = X_{[C1 ;C2]}, ÇÄÅ [C_1; C_2]^{def}= C_1C_2 − C_2C_1. Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ U(n) ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Œ) ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ SU(n) ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.