îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

äéææåòåîãéáìøîùå æïòíù

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ. ðÕÓÔØ U , V | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, e_1; : : : ; e_m É f_1; : : : ; f_n | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÎÉÈ, A : U → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÍÁÔÒÉÃÕ ff^j_i .

1) þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U ⊕ V , U ⊗ V , Hom(U; V ), Symm(U; k), ~^kU ? 2) ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ: U ⊕ U , U^∗ ⊕ U^∗, Hom(U; V ), U ⊗ V , U ⊗ V^∗, U^∗ ⊗ V , U ⊕ U^∗, Hom(U; V^∗), ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ U , ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ U É V ?

3) ëÁËÉÅ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ?

4) îÁÐÉÛÉÔÅ (Œ ÂÁÚÉÓÅ) ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(U; V ) Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ U ⊗ V , U^∗ ⊗ V ÉÌÉ U ⊗ V^∗.

5) îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ∧ A ∧ A Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ~^3U É ~^3V .

œÏÐÒÏÓÙ Œ ÒÁÚŒÉÔÉÅ ÌÅËÃÉÉ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÉ 6 É 7)

1) ðÕÓÔØ E_1 É E_2 | ÄŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÏÊ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E_1 ⊕E_2, E_1 ⊗ E_2, Hom(E_1; E_2).

2) ðÕÓÔØ f : M → N , Á X | Á) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, Â) ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ k-ÔÅÎÚÏÒ, Œ) ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ k- ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ N . íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒ f^∗X ÎÁ M ? á ÅÓÌÉ X | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ M , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒ f_∗X ÎÁ N ?

úÁÄÁÞÁ 1. Á) îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T RP^2. Â) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ~^2T RP^2 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ?

úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁŒÎÙ A(t) = 1 ÐÒÉ t ∈ (0; ß), É A(t) = ff(t) ÐÒÉ t ∈ (ß; 2ß) (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ff(t) ¿ 0 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÐÒÉ ff(t) ¡ 0 | ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ íÅÂÉÕÓÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÌÉÂÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ íÅÂÉÕÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÂÁÚÏÊ RP^n, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ⊂ R^{n+1} ÜÔÏ Á) ÓÁÍÁ ÐÒÑÍÁÑ ‘ (ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ, ø ), Â) ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ‘^⊥ (ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ø^⊥). Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hom(ø; ø^⊥) = T RP^n.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) (ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ z → (az + b)=(cz + d), a; b; c; d ∈ R, ad − bc = 1, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ É ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H = {z ∈ C | Im z ¿ 0}. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, 2-ÆÏÒÍÁ !, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ. Œ) ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ¡ 1}, É f : D → H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f(z) = i(1 − w)=(1 + w). œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÆÏÒÍÕ f^∗!.

úÁÄÁÞÁ 5. æÕÎËÃÉÉ f : R^3 → R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ 3-ÆÏÒÍÁ f(x) dx_1 ∧ dx_2 ∧ dx_3. œÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ

∑_3 i=1 a_i(x)^@_{@xi} ÎÁ R^3 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ 1-ÆÏÒÍÁ

∑_3 i=1 a_i(x)dx_i É 2-ÆÏÒÍÁ

∑_3 i=1(−1)^{i+1}a_i(x)dx_1 ∧ ^dx_i ∧ dx_3. œÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ?

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ g | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ 2-ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ R^3, ÒÁŒÎÙÊ dx^2 + dy^2 + dz^2 Œ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, Á ´ : S^2 → R^3 | ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒ ´^∗g Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

ðÏÑÓÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; : : :; e_n, ÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ V ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÅÎÚÏÒÙ e_i · e_j^{def}=^1_2 (e_i ⊗ e_j + e_j ⊗ e_i), 1 ≤ i ≤ j ≤ n. éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ dx; dy; dz | ÂÁÚÉÓ Œ T_aR^3, Á dx^{2 def}= dx · dx, É Ô.Ð.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ß : T^∗M → M | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, Á ˚ | 1- ÆÏÒÍÁ ÎÁ T^∗M , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ z = (x; ¸) ∈ T^∗ (x = ß(z):¸ ∈ T^∗_x M ) ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v ∈ T_z T^∗M ÒÁŒÎÏ ⟨¸; ß^′(z)v⟩. Á) ðÕÓÔØ (q_1; : : :; q_n) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ M , Á (q_1; : : :; q_n; p_1; : : : ; p_n) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ T^∗M . úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ p; q ÆÏÒÍÙ ˚ É !^{def}= d˚. Â) ðÕÓÔØ f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É A_f : M → T^∗M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ A_f (x) = (x; df(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^∗_f ! = 0. 1

úÁÄÁÞÁ 8. Á) çÒÕÐÐÁ SU(2) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ C P^1 = {[z_0 : z_1]} ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ C P^1 , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f^∗! = ! ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ f ∈ SU (2). Â) îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ! Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ w É w, ÇÄÅ w = z_1=z_0. Œ) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ 8Á 8Â ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SU(n + 1) ÎÁ C P^n . Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d! = 0, ÇÄÅ ! | ÆÏÒÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ Œ ÚÁÄÁÞÅ 8Œ. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (2n)-ÆÏÒÍÁ !^{∧n} ÎÁ C P^n ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.