íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 10

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÔÒÕÊ.

ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÚÁÄÁÎÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ V (ÔÏ ÅÓÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V (a) ⊂ T_aM ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ a). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Vect^⊥(M; V ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ l-ÆÏÒÍ ! (ÄÌÑ ŒÓÅÈ l) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ !(X_1; : : : ; X_l) = 0, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ X_1; : : :; X_l ËÁÓÁÀÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V (Ô.Å. ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÏÄÕÌÀ Vect(M; V ), ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 5). ïÞÅŒÉÄÎÏ, Vect^⊥(M; V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞(M )-ÍÏÄÕÌÅÍ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ: ÅÓÌÉ ! ∈ Vect^⊥(M; V ), ÔÏ ˚ ∧ ! ∈ Vect^⊥(M; V ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍ ˚.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ:

1) éÄÅÁÌ Vect^⊥(M; V ) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ: ÅÓÌÉ ! ∈ Vect^⊥(M; V ), ÔÏ d! ∈ Vect^⊥(M; V ) 2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ 1-ÆÏÒÍ ˚_1; : : :; ˚_{n−k} É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ a ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ŒÅËÔÏÒÙ ˚_1(b); : : : ; ˚_{n−k}(b) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÅ V^⊥(b) ⊂ T^∗_b M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (b) ⊂ T_bM .

3) òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ V ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1 =⇒ 3: ÐÕÓÔØ X_1; X_2 ∈ Vect(M; V ), Á ˚ ∈ Vect^⊥(M; V ) | 1-ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ˚([X_1; X_2]) = L_{X1} (˚(X_2)) − L_{X2} (˚(X_1)) − d˚(X_1; X_2) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ˚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ Vect(M; V ) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ V ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

3 =⇒ 1: ÐÕÓÔØ V ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ, X_1; : : :; X_{l+1} ∈ Vect(M; V ) É ! ∈ Vect^⊥(M; V ) | l-ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 9 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ d!(X_1; : : : ; X_{l+1}) = 0.

3 =⇒ 2: ÐÕÓÔØ V ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ, É f : N → M | ÉÎÔÅÇÒÁÌ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f^′(x)T_xN ⊂ V (f(x)) É rk f^′(x) = k ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N ⊂ R^k ⊂ R^n É M ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÙ. ðÕÓÔØ a ∈ N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ w_i = f^′(e_i), i = 1; : : : ; k, ÇÄÅ e_1; : : : ; e_n | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^n (R^k ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ e_1; : : : ; e_k). œÙÂÅÒÅÍ Œ R^n ŒÅËÔÏÒÙ w_{k+1}; : : : ; w_n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏÂÙ w_1; : : : ; w_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ Œ R^n ÂÁÚÉÓ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ f ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ N × R^{n−k} → R^n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f(a;

∑_n

i=k+1 ”iei)

def= f(a) +

∑_n

i=k+1 ”iwi. üÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ⊂ N ×R^{n−k} ⊂ R^n ÔÏÞËÉ a ∈ N ÎÁ ÅÅ ÏÂÒÁÚ U^{def}= f(V ) (ÐÏÞÅÍÕ ?). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : U → V ⊂ R^n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U . œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÂÒÁÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ f : V → R^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_{k+1} = · · · = x_n = 0, ÇÄÅ x_1; : : :; x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ R^n ⊃ R^k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_n. 1-ÆÏÒÍÙ dx_{k+1}; : : : ; dx_n ÚÁÍËÎÕÔÙ É ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ b ∈ U ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (b).

2 =⇒ 3: ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, Œ ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ 1- ÆÏÒÍÙ ˚_1; : : :; ˚_{n−k} ÔÏÞÎÙ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ: ˚_i = dg_i, g_i ∈ C^∞(M ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^k → R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏ f(0) = a É g_i(f(x)) = g_i(a) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : :; n − k É ŒÓÅÈ x ∈ U . ïÞÅŒÉÄÎÏ, f | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V . □

ðÕÓÔØ k ∈ N, f; g ∈ C^∞(M ) É a ∈ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f ∼_{a;k} g, ÅÓÌÉ |f(b) − g(b)| = o( |x(b) − x(a)|^k) ÐÒÉ b → a, ÇÄÅ x | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ∈ M . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ∼_{a;k} | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ k É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ k-ÓÔÒÕÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ J_k(M ).

ðÕÓÔØ (U_i; V_i; x_i) | ÁÔÌÁÓ ÎÁ M . äÌÑ k-ÓÔÒÕÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M ) Œ ÔÏÞËÅ a ∈ U_ff ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ~x_ff(f) ∈ V_ff × R^n × R^{(n+1)n=2} × · · ·× R^{Ckn+k−1} ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ | ŒÅËÔÏÒ x_ff(a) ∈ V_ff, ŒÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ f(a) ∈ R, Á ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ | ÎÁÂÏÒÙ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f ∘x^{−1}_ff : V_ff → RŒ ÔÏÞËÅ x_ff(a) ÄÏ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ~x_ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ J_k(M ) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ J_k(M ) ŒŒÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1 +

∑_k s=1 C^s_{n+s−1} = C^k_{n+k} Ó ÂÁÚÏÊ M . 1

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ k = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ f(a) ∈ R ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ x_ff ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ J_0(M ) | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÄ M . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÇÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÅÓÔØ C^∞(M ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ J_k(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ f(a)) É ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ

∑_k s=1 C^s_{n+s−1} = C^k_{n+k} − 1. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ J_k(M )_a ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ J_k(M ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˘_a : J_k(M )_a → R (k-ÓÔÒÕÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ).

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ k = 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, f ∼_{a;1} g, ÅÓÌÉ f(a) = g(a) É df(a) = dg(a). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ J_1(M ) = R⊕ T^∗M .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ J_k(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÄ J_{k−1}(M ): ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÚÁ- ÂÙŒÁÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ C^k_{n+k−1} ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÚÁ- ÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ s-ÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ s É ÎÉÖÅ. œ ÓÌÕÞÁÅ k = 1 ÜÔÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, ÓÕÍÍÁ T^∗M É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ R. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÐÒÉ k = 2 ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ^{@2(f∘x−1fi )}_{@zi@zj} = ∑ s;t @^2(f∘x^{−1}_ff ) @w_s@w_t

@(’_{fffi})_i @z_s

@(’_{fffi} )_j @z_t + ∑ s @(f∘x^{−1}_fi ) @z_s

@^2(’_{fffi} )_s @z_i@z_j

| ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ | ÁÆÆÉÎ- ÎÏÅ, Ô.Ë. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ y = Ax + b, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ŒÅËÔÏÒÁ b). üÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË \ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ŒÙÓÛÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ".