íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 11

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ M .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Q : E → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÅÅ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {(U_i; V_i; x_i)} | ÁÔÌÁÓ ÎÁ M , Á {%_i} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ p : E → M ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, É ÐÕÓÔØ (x_i; v_i) : p^{−1}(U_i) → V_i × R^k | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ E. úÁÄÁÄÉÍ q_i : p^{−1}(U_i) → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ q_i(z) = |v_i(z)|^2 É ÐÏÌÏÖÉÍ Q = ∑ i %_iq_i. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É E^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÕÓÔØ a ∈ M É k ∈ N. äŒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÑ f; g ∈ `(E; M ) ÎÁÚÏŒÅÍ k-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ a (ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ∼_{a;k} g), ÅÓÌÉ Q(f(x) − g(x)) = o( |x − a|^k), ÇÄÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |x − a| ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÂÁÚÙ M ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ k-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ k-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ M ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ J_k(E) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ k-ÓÔÒÕÊ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÏÇÏ E (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 10) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ J_k(E) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ M . åÇÏ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ nd(m; k), ÇÄÅ n = Rk E, m = dim M , É d(m; k) | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

åÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C^0(E; M ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: d(f; g) = max_{a∈M} Q(f(a) − g(a))^{1=2}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 9 ÓÅÍÅÓÔÒÁ 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏ; ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ Q ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ (ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ !). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ C^k(E) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ E ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, É ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÅÔÒÉËÕ d(f; g) = max_{a∈M} Q(J_k(f)(a) − J_k(g)(a))^{1=2}, ÇÄÅ Q | ÐÏÓÌÏÊÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ J_k(E), Á J_k(f) ∈ C^0(J_k(E)) | ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ J_k(E), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅÍ f ∈ C^k(E). ïÞÅŒÉÄÎÏ, C^k(E) | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ). ðÕÓÔØ P | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A_1; A_2; · · · ⊂ P | ÏÔËÒÙÔÙÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂_∞ n=1 A_n ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊂ P ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ A_1 ∩ U ÏÔËÒÙÔÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_{r1} (a_1). íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_2 ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ A_2 ∩ B_{r1} (a_1) ≠ ∅; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÛÁÒ B_{r2} (a_2) ⊂ A_2 ∩ B_{r1} (a_1) ⊂ A_1 ∩ A_2 ∩ U ; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ r_2 ¡ r_1=2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÛÁÒÏŒ B_{r1} (a_1) ⊃ B_{r2} (a_2) ⊃ : : : , ÐÒÉÞÅÍ r_k ¡ r_1=2^k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, r_k → 0, Á ÉÚ ÐÏÌÎÏÔÙ P ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ ⋂_∞ n=1 B_{rn} (a_n). ïÞÅŒÉÄÎÏ, a ∈ ⋂_∞ n=1 A_n ∩ U , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ⋂_∞ n=1 A_n ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. □

ðÕÓÔØ f_1 : M_1 → N É f_2 : M_2 → N | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a_1 ∈ M_1, a_2 ∈ M_2 ÌÉÂÏ f_1(a) ≠ f_2(a_2), ÌÉÂÏ f_1(a_1) = f_2(a_2)^{def}= b ∈ N É T_bN = f^′_1(a_1)T_{a1} M_1+f^′_2(a_2)T_{a2} M_2 (ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÁÑ !).

ðÒÉÍÅÒ 1. äŒÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (M_1 = M_2 = R, N = R^2, f_1; f_2 | ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Œ R^3 (N = R^3, M_1 É M_2 ÄŒÕÍÅÒÎÙ). ôÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Œ R^4 | ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÞÅÍ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ËÁÓÁÎÉÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÅÝÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ dim(f^′(a)T_aM_1 + g^′(a)T_aM_2) = 3, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ). äŒÅ ËÒÉŒÙÅ Œ R^3 ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ f_1 : M_1 → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á a ∈ R | ÔÏÞËÁ (Ô.Å. M_2 | ÔÏÞËÁ, Á f_2(M_2) = {a}). ôÏÇÄÁ f_1 É f_2 ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ a | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ (ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_1.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ò. ôÏÍ). ðÕÓÔØ F : N → J_k(M ) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ (Ô.Å. Rk f^′(a) = dim N ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ N , É f(a) ≠ f(b) ÐÒÉ a ≠ b). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_F^{def}= {f ∈ C^{k+1}(M ) | J_k(f) É F ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_F ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. 1

öÁÒÇÏÎ: ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ A, ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ d ∈ N É F : N → M × R^d | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ z ∈ R^d ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ F ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f_z : M → M × R^d, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_z(a) = (a; z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f_z ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ F ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ N , ÔÏ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ É Ë F . ðÏÓËÏÌØËÕ N ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÛÁÒÕ É ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ N | ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ.

ðÕÓÔØ p : M × R^d → R^d | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë f_z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ p ∘ F : N → R^d ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë ÔÏÞËÅ z (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ z ÏÔËÒÙÔÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ d É s = dim N . ðÒÉ d = 1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ É ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ z ∈ R, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ p ∘ F : N → R, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÍÅÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ, ÏÎÏ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.

ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ d ÉÚ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ R^1 ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ g_x : M × R^{d−1} → M × R^d, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g_x(v) = (v; x). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F (N ) ∩ M × R^{d−1} × {x} ÄÌÑ ÔÁËÉÈ x | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ s − 1. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ŒÌÏÖÅÎÉÀ h_y : M → M × R^{d−1}, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ h_y(v) = (v; y), ÄÌÑ y ∈ R^{d−1} ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ f_{(y;x)} ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë F . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f_z ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë F , ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ëÁË É Œ ÌÅÍÍÅ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ N ⊂ R^s | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_F , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔËÒÙÔÏ, É ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ.

ðÕÓÔØ p : J_k(M ) → M | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F (N ) ÍÁÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ J_k(M ) ÎÁ U^{def}= p(F (N )) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ U × R^d, ÇÄÅ d = Rk J_k(M ) = 1 +

∑_k s=1 C^s_{n+s−1}. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^d ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k.

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ J_k(f) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë R. óÅÞÅÎÉÅ R, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÄ U ⊂ M , ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ŒÓÅ M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ⊃ U ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÌÏ Ó J_k(f) = 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÎÕÌÅŒÏÍÕ, ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ R ÍÁÌÙÍ, Á V | ÂÌÉÚËÉÍ Ë U . □

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ F : M × R → J_1(M ) = R⊕ T^∗M | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ F (a; t) = (t; a; 0) (ÚÄÅÓØ 0 ∈ T^∗_a M ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÏÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f : M → R ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ J_1(f) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë F .

åÓÌÉ J_1(f)(a) = F (b), ÔÏ df(a) = 0, Ô.Å. a | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ f. åÓÌÉ J_1(f) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë F , ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË a ∈ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ F (M ) ⊂ J_1(M ), Ô.Å. n = dim M . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ | ÎÕÌØÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ŒÓÅ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x : U → V ⊂ R^n | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ M Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ a, ÐÒÉ- ÞÅÍ x(a) = 0. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ R ⊕ T^∗M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (r; ~x) = (r; x; p) (r ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ, x | ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ ÎÁ M , Á p_i(v) ÜÔÏ i-ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏŒÅËÔÏÒÁ v ∈ T^∗_a M Œ ÂÁÚÉÓÅ dx_1(a); : : : ; dx_n(a) ∈ T^∗_a M ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F^′(t; a)T_{(t;a)}R× M ⊂ R× T_{(t;a)}T^∗M = R× T_aM × T^∗_a M ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ^@_{@r} ;^@_{@x1} ; : : : ;^@_{@xn} . éÍÅÅÍ: J_1(f)^′(^@_{@xi} ) =^{@f}_{@xi} (a)^@_{@r} +^@_{@xi} +

∑_n j=1 @^2f @x_i@x_j (a) @ @p_j . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ J1(f) ÔÒÁÎÓ-

ŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë F Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ^{@2f}_{@xi@xj} (a) ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅ ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ f = (f_1; : : : ; f_m) : S^1 → R^m | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ô.Å. ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ- ÇÏ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ S^1; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_m. éÍÅÅÍ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ) J_1(E_m) = R^m ⊕ (T^∗M )^m; J_1(f)(t) = (t; df_1(t); : : : ; df_m(t)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : S^1 → J_1(E_m), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F (t) = (t; 0; : : :; 0). ðÏÓËÏÌØËÕ dim F^′(t)T_tS^1 = 1, Á dim J_1(S^1; R^m) = m + 1, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J_1(f) É F ÐÒÉ m ≥ 2 ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ J_1(f)(S^1) ∩ F (S^1) = ∅, Ô.Å. f^′(t) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ t | ËÒÉŒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÏÍÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÐÏÞÅÍÕ ?). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ¿ 1 ÇÌÁÄËÁÑ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ \ÍÕÌØÔÉÌÏËÁÌØÎÙÊ" ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ r ∈ N É p : J_k(M )^r → M^r | r-ÁÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ J_k(M ) → M . ðÕÓÔØ F : N → J_k(M )^r | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ p(F (a)) =∈ ´ ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ N , ÇÄÅ ´ | \ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ": ´ = {(a_1; : : : ; a_r) ∈ M^r | ∃i ≠ j; a_i = a_j}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M )

ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ r-ËÒÁÔÎÁÑ k-ÓÔÒÕÑ J_{k;r}(f)(a_1; : : : ; a_r)^{def}= (J_k(f)(a_1); : : : ; J_k(f)(a_r )) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ | Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ \ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ" f_z. úÄÅÓØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË a_1; : : : ; a_r ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÚÁÄÁÎÎÙÅ k-ÓÔÒÕÉ, Á ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞÅË ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ f. üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË a_i ÎÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ | ÐÏÜÔÏÍÕ É ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. □

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ r = 2, M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, Á ŒÌÏÖÅÎÉÅ F : R × (M^2 \ ´) → J_1(M )^2 = R^2 × (T^∗M )^2 ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (t; a; b) = (t; t; a; 0; b; 0), ÚÄÅÓØ 0 ∈ T^∗_a M É 0 ∈ T^∗_b M . éÍÅÅÍ dim F (R× M^2) = dim R× M^2 = 2n + 1, dim J_1(M )^2 = 4n + 2, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 2n + 1. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ J_{1;2}(f)(M ) ÒÁŒÎÁ 2n ¡ 2n + 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J_{1;2}(f) É F ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÅ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 4, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÕÌØÔÉÓÔÒÕÉ J_{k;r}(E_m), É ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÅÒÅÎ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ k = 0, r = 2, M = S^1, Á F : (S^1)^2 × R^m → J_{0;2}(S^1; R^m) = ((S^1)^2 \ ´) × (R^m)^2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (a; b; t) = (a; b; t; t). õÓÌÏŒÉÅ J_{0;2}(f)(a; b) = F (c; d; t) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a = c, b = d É f(a) = f(b) = t. ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ F ((S^1)^2 × R^m) Œ J_{0;2}(S^1; R^m) ÒÁŒÎÁ m, Á dim J_{0;2}(f)(S^1 ) = 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ J_{0;2}(f) É F ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ É m ¿ 2, ÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ËÒÉŒÁÑ f ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÔÁËÏŒÁ ËÒÉŒÁÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.