íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 2

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎ n-ÍÅÒÎÙÊ ÁÔÌÁÓ Ó ËÒÁÅÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÔÒÏÅË (U_ff; V_ff; x_ff), ÇÄÅ U_ff ⊂ M , V_ff ⊂ R^n | ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n_+ = {(x_1; : : : ; x_n) | x_n ≥ 0}, Á x_ff : U_ff → V_ff | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ⋃ ff U_ff = M , ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W_{fffi} = x_ff(U_ff ∩ U_fi) ⊂ V_ff ÏÔËÒÙÔÙ (Œ R^n ÉÌÉ Œ R^n_+), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_ff ∘ x^{−1}_fi : W_{fiff} → W_{fffi} ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ. ðÏÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ W_{fiff} É W_{fffi} | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n_+, ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÔÏÞËÁÈ ÇÒÁÎÉÃÙ (ÇÄÅ x_n = 0) ÐÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ^@_{@xn} ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ lim_{xn→+0}.

ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ n-ÍÅÒÎÙÈ ÁÔÌÁÓÏŒ Ó ËÒÁÅÍ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ I É II ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ. ôÏÞËÁ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ËÒÁÑ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÒÔÁ U_ff ∋ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V_ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n_+, É x_ff(a) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ R^n_+. ëÒÁÊ (ÓÏŒÏËÕÐ- ÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ËÒÁÑ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @M . ôÏÞËÁ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÒÔÁ U_ff ∋ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V_ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, ÌÉÂÏ V_ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n_+, É x_ff(a) ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÞÁÓÔÉ R^n_+. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ int M .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1) M = int(M ) ⊔ @M .

2) íÎÏÖÅÓÔŒÏ int(M ) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÂÅÚ ËÒÁÑ !). 3) íÎÏÖÅÓÔŒÏ @M ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n−1, ÔÁËÖÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, M = int(M ) ∪ @M . ðÕÓÔØ a ∈ int(M ) ∩ @M ; ÔÏÇÄÁ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁÒÔÙ U_ff É U_fi ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V_ff ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ, V_fi ⊂ R^n_+ ÏÔËÒÙÔÏ, É x_fi(a) = p = (p_1; : : : ; p_{n−1}; 0). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ’_{fffi} = x_fi ∘ x^{−1}_ff | ÇÌÁÄËÏÅ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ q = x_ff(a), ÔÏ ’^′_{fffi} (q) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^n → R^n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{fffi} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÕÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ÔÏÞËÉ q Œ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R^n ⊃ R^n_+. ðÏÓËÏÌØËÕ V_ff ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ W ⊂ V_ff, ÏÔËÕÄÁ Z ⊂ V_fi ⊂ R^n_+. îÏ ŒÓÑËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ p = (p_1; : : : ; p_{n−1}; 0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ R^n_+ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, int(M ) ∩ @M = ∅.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÒÔ ÎÁ int(M ) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ËÁÒÔÙ U_ff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ V_ff ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ ~U_fi = x^{−1}_fi ({(p_1; : : : ; p_n) ∈ V_fi | p_n ¿ 0}), ÇÄÅ V_fi ⊂ R^n_+ ÏÔËÒÙÔÏ. õÓÌÏŒÉÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÒÔ ÎÁ @M ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ Q_fi = x^{−1}_fi ({{(p_1; : : : ; p_{n−1}; 0) ∈ V_fi}), ÇÄÅ V_fi ⊂ R^n_+ ÏÔËÒÙÔÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÕÎËÔÕ 1, Q_fi ⊂ @M ; ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ. □

ðÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙ: ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÕÓÆÅÒÁ (ËÒÁÊ | ÓÆÅÒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÉÌÉ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ Œ R^3 (ËÒÁÊ | ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ).

åÝÅ ÏÄÎÉÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. çÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k Ó n-ÍÅÒÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ E Ó ÁÔÌÁÓÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÑËÁÑ ËÁÒÔÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (U_ff; V_ff × R^k; x_ff), ÇÄÅ V_ff ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, x_ff : U_ff → V_ff × R^k | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ’_{fffi} = x_fi ∘x^{−1}_ff : V_{fffi} ×R^k → V_{fiff} ×R^k ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ’_{fffi}(x; v) = (_{fffi}(x); A_{fffi}(x)v), ÇÄÅ _{fffi} : V_{fffi} → V_{fiff} | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, A_{fffi}(x) : R^k → R^k | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ V_{fffi}.

ëÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, E ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n + k.

ðÒÉÍÅÒ 1 (ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ). ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k: ÐÕÓÔØ B | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, {( ~U_ff; V_ff; y_ff)} | ËÁËÏÊ ÎÉÂÕÄØ ÁÔÌÁÓ Œ ÎÅÍ. œÏÚØÍÅÍ E = B × R^k, U_ff^{def}= ~U_ff × R^k, x_ff(a; v)^{def}= (y_ff(a); v). ôÏÇÄÁ Œ E ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ _{fffi} | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ B, Á A_{fffi}(x) | ŒÓÅÇÄÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ìÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ U_1 = R^2 É U_1 = R^2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U_1 ∩ U_2 = (R \ {0}) × R. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’_{12}(x; v) = (1=x; v), ÅÓÌÉ x ¿ 0, É ’_{12}(x; v) = (1=x; −v), ÅÓÌÉ x ¡ 0.

ó ÇÌÁÄËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ k É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + k ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ B (ÂÁÚÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ), ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ) 1

É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ p^{−1}(b) ⊂ E, b ∈ B (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ b ÂÁÚÙ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ B ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_ff Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ _{fffi} : V_{fffi} → V_{fiff} | ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 1) ÚÄÅÓØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’_{fffi} ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ E). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ p(a) = ß(x_ff(a)), ÇÄÅ a ∈ U_ff ⊂ E, Á ß : V_ff × R^k → V_ff | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÅÓÌÉ a ∈ U_ff ∩ U_fi , ÔÏ ß(x_fi(a)) = ’_{fffi}(ß(x_ff(a)))), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ß(x_fi(a)) ∈ V_ff É ß(x_ff(a))) ∈ V_fi ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ B. œÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ p^{−1}(b) ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ U_ff; ÉÍÅÅÍ x_ff(p^{−1}(b)) = {(q; v) | v ∈ R^k}, ÇÄÅ q ∈ V_ff | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ b (Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ x_ff). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ p^{−1}(b) É R^k, ÏÔËÕÄÁ Œ p^{−1}(b) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ U_ff: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a ∈ U_ff ∩ U_fi, p(a) = b É x_ff(a) = (q; v), ÔÏ x_fi(a) = (’_{fffi}(q); A_{fffi}(q)v) | ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÏ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_{fffi}(q) ÌÉÎÅÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ (Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ). åÓÌÉ E ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (Ô.Å. ÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_{fffi} × R^k → V_{fiff} × R^k, Á ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔÓÑ), ÔÏ E ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. þÁÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÒÏÊËÕ (E; B; p), ÇÄÅ E | ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ŒÐÒÏÞÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ E ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÒÏÊËÉ (E ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, B É p) ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 3. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÂÁÚÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ B, Á p : E = B × R^k → B | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÂÁÚÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ B = S^1 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ V_1 = V_2 = R, ÐÒÉ ÜÔÏÍ V_{12} = V_{21} = R \ {0}, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’(x) = 1=x). ìÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÄ S^1; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ (Ô.Å. ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ) ÔÏÔÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ S^1 ×R ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ | ÄÏËÁÖÉÔÅ !

ó ËÁÖÄÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ÓŒÑÚÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n Ó ÂÁÚÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ T M . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ T M ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ R^N ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M ,→ R^N (T M ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^{2N}); ÄÌÑ \ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ" ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M ÎÕÖÎÏ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ëÒÉŒÏÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : R → M . äŒÅ ËÒÉŒÙÈ fl_1 É fl_2 ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ x(fl_1(t)) − x(fl_2(t)) = o(t) ÐÒÉ t → 0; ÚÄÅÓØ x : U → R^n | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a^{def}= fl_1(0) = fl_2(0). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T M | Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÙ É ŒŒÅÄÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ (U; V; x) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÒÔÕ ~U ⊂ T M ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ fl : R → M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ fl(0) ∈ U . ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ ~V = V × R^n É ÚÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~x : ~U → ~V ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~x(fl) = (x(fl(0));^d_{dt} x(fl(t))|_{t=0}).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. îÁÂÏÒ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ( ~U ; ~V ; ~x), ÇÄÅ (U; V; x) | ËÁÒÔÙ ÎÁ M , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ T M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ n Ó ÂÁÚÏÊ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ~x ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÅÓÌÉ ËÒÉŒÙÅ fl_1 É fl_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (Ô.Å. ËÁÓÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌÅ), ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~x(fl_1) = ~x(fl_2). ðÕÓÔØ U_1 ∩ U_2 ≠ ∅, É ’ : W_{12} → W_{21} | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ~x_1(fl) = (y; v), ÔÏ ~x_2(fl) = (’(y); ’^′(y)v), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ T M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÑ I É II ÄÌÑ T M ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÄÌÑ M . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÂÁÚÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : T M → M ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÒÉŒÏÊ fl ÔÏÞËÕ fl(0) ∈ M . □

ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T_aM^{def}= p^{−1}(a). åÓÌÉ f : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f^′ :

T M → T N ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f^′([fl]) = [f ∘ fl] (ÚÄÅÓØ [œ] | ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÒÉŒÕÀ œ). œ ÓÉÌÕ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÅÓÌÉ [fl_1] = [fl_2], ÔÏ [f ∘ fl_1] = [f ∘ fl_2].