íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ.

ðÕÓÔØ a ∈ M , É f ∈ I_a ⊂ C^∞(M ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(a) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_aM → R, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_a M .

ôÅÏÒÅÍÁ 1. f^′(a) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ∈ I^2_a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ∈ I^2_a, Ô.Å. f =

∑_N i=1 g_ih_i, ÇÄÅ g_1; : : : ; g_N ; h_1; : : : ; h_N ∈ I_a. ôÏÇÄÁ f^′(a) =

∑_N i=1(g_i(a)h^′_i(a)+ g^′_i(a)h_i(a)) = 0.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f(a) = 0 É f^′(a) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; V; x) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÐÏÌÏÖÉÍ ’ = f ∘ x^{−1} : V → R. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ’(q) = 0 É ’^′(q) = 0, ÇÄÅ q^{def}= x(a). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÌÅËÃÉÉ 1 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ ∈ I^2_q ⊂ C^∞(V ), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ¯_1; : : : ; ¯_N ; ˚_1; : : : ; ˚_N : V → R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ¯_i(q) = ˚_i(q) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ q, É ’ =

∑_N i=1 ¯_i˚_i.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B(q; 2”) ⊂ V (B | ÛÁÒ), É ÐÕÓÔØ ˘ : V → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 1 Œ ÛÁÒÅ B(q; ”) É ÒÁŒÎÁÑ 0 ŒÎÅ B(q; 2”). ðÏÌÏÖÉÍ ~’^{def}= ’˘^2, ~¯_i = ¯_i˘ É ~˚_i = ˚_i˘, ÔÏÇÄÁ ~’ =

∑_N i=1 ~¯_i ~˚_i ∈ J^2_q . ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÕÎËÃÉÀ ~^{def}= ˘ ∘ x : U → R ÍÏÖÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ŒÓÅ M Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ; ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ g_i^{def}= ¯_i ∘ x, h_i^{def}= ˚_i ∘ x É ~f^{def}= ~’ ∘ x.

éÍÅÅÍ ~f =

∑_N i=1 g_ih_i ∈ J^2_a . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f − ~f = f(1−~^2) ∈ J^2_a (ÐÏÓËÏÌØËÕ ~(a) = 1) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ∈ J^2_a . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. I_a=I^2_a = T^∗_a M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ I_a=I^2_a ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ T^∗_a M . ðÕÓÔØ (x_1; : : : ; x_n) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, É ÐÕÓÔØ ~ | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ y_i(b)^{def}= ~(b)(x_i(m) − x_i(a)) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, y_i(a) = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ y_i ∈ I_a), É ⟨y^′_i(a);^@_{@xi} (a)⟩ = 1. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ y^′_i(a) : T_aM → R ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ I_a=I^2_a ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Œ T^∗_a M ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n = dim T^∗_a M , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ T^∗_a M . □

ðÕÓÔØ E | ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ B É ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p : E → B. óÅÞÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s : B → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ∘ s = Id_B. óÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M .

úÎÁÞÅÎÉÅ X(a) ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_aM . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ (ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ: (X + Y )(a)^{def}= X(a) + Y (a) ∈ T_aM ), Á ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ f(a), ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ a, Ô.Å. ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C^∞(M ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ C^∞(M ), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ Vect(M ).

äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_X : C^∞(M ) → C^∞(M ) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ L_X (f)(a) = ⟨f^′(a); X(a)⟩ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ X(a) ∈ T_aM , Á f^′(a) ∈ T^∗_a M ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(M ), Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ L_X (fg) = fL_X (g) + L_X (f)g. ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(M ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L_X ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ. ïÂÒÁÔ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ r : C^∞(M ) → C^∞(M ) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ r_a : I_a → R ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ r_a(f)^{def}= r(f)(a). ðÕÓÔØ f ∈ I^2_a, ÔÏ ÅÓÔØ f = ∑ i g_ih_i, ÇÄÅ g_i(a) = h_i(a) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ôÏÇÄÁ r_a(f) = ∑ i(g_i(a)r_a(h_i) + r_a(g_i)h_i(a) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r_a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ I_a=I^2_a → R, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (I_a=I^2_a)^∗ = T_aM (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ X(a)^{def}=

∑_n i=1 p_i(a)^@_{@xi} (a), ÇÄÅ x | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_i(a) ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ a. ðÕÓÔØ ~ ∈ C^∞(M ) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÄÏÂÎÁÑ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (~ ≡ 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ~ ≡ 0 ŒÎÅ ËÁÒÔÙ U ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ ’_i(b)^{def}= ~(b)x_i(b) ÐÒÉ b ∈ U , Á ÐÒÉ b =∈ U ÐÏÌÏÖÉÍ ’_i(b) = 0. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ’_i ∈ C^∞(M ) É r(’_i)(b) = p_i(b) ÐÒÉ b ∈ U . îÏ r | ÏÐÅÒÁÔÏÒ C^∞(M ) → C^∞(M ), ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ p_i(b) ÇÌÁÄËÁÑ. □ 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ (U; V; x) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ M , Á r : C^∞(M ) → C^∞(M ) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ (É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏ) ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ p_1; : : :; p_n : U → R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ r(f)(a) =

∑_n i=1 r_i(a)^{@f∘x−1}_{@xi} (x(a)) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ a ∈ U . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ F = L_X , ÇÄÅ X(a) = ∑_n

i=1 p_i(a)^@_{@xi} (a) ÐÒÉ a ∈ U .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ïÐÅÒÁÔÏÒ L_X : C^∞(M ) → C^∞(M ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ F; G | ÄŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏ- ÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ [F; G] = F G − GF ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ [·; ·] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) [F; G] ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔ ÏÂÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. 2) (ËÏÓÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ) [G; F ] = −[F; G].

3) (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ) [F; [G; H]] + [G; [H; F ]] + [H; [F; G]] = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ X, Y ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÏŒÏÅ ÐÏÌÅ Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ L_Z = [L_X ; L_Y ]. ðÏÌÅ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÐÏÌÅÊ X É Y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z = [X; Y ]. éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Vect(M ) ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ X(a) =

∑_n i=1 p_i(a)^@_{@xi} (a) É Y (a) =

∑_n i=1 q_i(a)^@_{@xi} (a) | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ Œ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_1; : : : ; x_n). ôÏÇÄÁ [X; Y ](a) =

∑_n i=1 r_i(a)^@_{@xi} (a), ÇÄÅ r_i(q) = ∑_n j=1 @p_j @x_i (a)qi(a) − pi(a)

@q_j @x_i (a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X; Y | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , É f ∈ C^∞(M ). ôÏÇÄÁ [X; fY ] = f[X; Y ] + (L_X f)Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ L ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ L_{gZ} = gL_Z , ÇÄÅ Z | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á g ∈ C^∞(M ). éÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ L_{[X;fY ]} = L_X L_{fY} − L_{fY} L_X = L_X fL_Y − fL_Y L_X = f(L_X L_Y − L_Y L_X ) + (L_X f)L_Y (ÐÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ) = fL_{[X;Y ]} + (L_X f)L_Y = L_{f[X;Y ]+(LX f)Y} . CÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 3, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0 É ËÒÉŒÁÑ fl_a : (−”; ”) → M (ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fl_a(0) = a É fl^′_a(t) = X(fl_a(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ (−”; ”). äŒÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ fl_a ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÂÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ôÏÞËÁ fl_a(t) ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÙ (a; t) ∈ M × R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (U; V; q) | ËÁÒÔÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ x_1; : : : ; x_n : U → R ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ X(b)^{def}=

∑_m i=1 x_i(b)^@_{@qi} (b) ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U . ôÏÇÄÁ ËÒÉŒÁÑ fl ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ^{d(q∘fl)}_{dt} (t) = (x_1(fl(t)); : : : ; x_n(fl(t))). óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ É ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. □

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÐÏÔÏË | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ˘_X (t), ÇÄÅ ˘_X (t)(a)^{def}= fl_a(t), ÇÄÅ fl_a : (−”; ”) → M | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÏÌÑ X, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ a. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_X (t) | ÇÌÁÄËÏÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ M ÔÏÞËÉ a ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ t; ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÍÁÌÏÓÔÉ t ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ M É t ∈ R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ b^{def}= ˘_X (t)(a) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘_X (−t)(b) = a. äÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ M É t_1; t_2 ∈ R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ b^{def}= ˘_X (t_1)(a) É c^{def}= ˘_X (t_2)(b) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘_X (t_1 + t_2)(a) = c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ b = fl_a(t), ÔÏ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ fl_b(s) = fl_a(s − t). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (˘_X (−t)(b) = ˘_X (−t)(fl_a (t)) = fl_a(0) = a. œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_X (t) ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X É Y | ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ M É ÄŒÁ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÞÉÓÌÁ t; s ∈ (−”; ”). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ a ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_1 ÐÏÌÑ X. úÁÔÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ fl_1(t) ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_2 ÐÏÌÑ Y , ÚÁÔÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ fl_2(s) | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_3 ÐÏÌÑ X, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ fl_3(−t) (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÚÎÁË !) | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_4 ÐÏÌÑ

Y . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ¯(t; s)(a) = fl_4(−s); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : (−”; ”)^2 × M → M . éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ É ÅÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(t; s)(a) → a ÐÒÉ s → 0 É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t ËÒÉŒÁÑ _t(s) = ¯(t; s) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÉ s = 0 ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a, É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ R(t) ∈ T_aM . œÅËÔÏÒ Z(a)^{def}= R^′(0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T_aM ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÏŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ Z.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. Z = [X; Y ].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÏÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÅÇÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ e_1; : : : ; e_n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^n, É ÐÕÓÔØ X(a) =

∑_n i=1 p_i(a)^@_{@xi} (a), Y (a) =

∑_n i=1 q_i(a)^@_{@xi} (a). ôÏÇÄÁ ˘_X (t)(a) = a + t

∑_n i=1 p_i(a)e_i + o(t) ÐÒÉ t → 0, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ˘_Y . ïÔÓÀÄÁ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯(t; s)a = a + ts ∑_n

i;j=1(pi(a)

@q_j @x_i (a) − qi(a)

@p_j @x_i (a))ei + o(t

2 + s^2) ÐÒÉ t; s → 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Z(a) =

∑_n

i;j=1(pi(a)

@q_j @x_i (a) −

q_i(a)^{@pj}_{@xi} (a))^@_{@xi} , É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2. □