íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 5

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. óÌÁÂÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ X; Y | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M É [X; Y ] ≡ 0, ÔÏ ˘_X (t) ∘ ˘_Y (s) = ˘_Y (s) ∘ ˘_X (t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t; s ∈ R Œ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ ÏÂÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ¯(t; s)^{def}= ¯_Y (−s) ∘ ¯_X (−t) ∘ ¯_Y (s) ∘ ¯_X (t). ðÕÓÔØ a ∈ M , U ∋ a | ËÁÒÔÁ, Á t É s ÍÁÌÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ¯(t; s)a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÌÅÖÉÔ Œ U . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2 É 5 ÌÅËÃÉÉ 4 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯(t; s)(b) = b + o(t^2 + s^2) ÐÒÉ t; s → 0 É ŒÓÑËÏÍ b ∈ U , ÔÏ ÅÓÔØ ˘_X (t)˘_Y (s)(b) = ˘_Y (s)˘_X (t)(b) + o(t^2 + s^2) ÐÒÉ t; s → 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ t É s ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ, É ¯(t; s)a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ðÕÓÔØ n → ∞, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 4 ÌÅË- ÃÉÉ 4: ¯(t; s)(a) = ˘_Y (−s=n)^n˘_X (−t=n)^n˘_Y (s=n)^n˘_X (t=n)^n(a) = ˘_Y (−s=n)^n˘_X (−t=n)^n˘_Y (s=n)^{n−1}˘_X (t=n)˘_Y (s=n)(˘_X (t=n)^{n−1}(a)+ o(1=n^2)) (ÔÏÞËÉ ˘_X (t=n)^{n−1}(a) É ˘_X (t=n)^n(a) ÌÅÖÁÔ, ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n, Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÁÒÔÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ o(1=n^2) ÐÒÉ n → ∞ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ). ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ n^2 ÒÁÚ (ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ˘_X (t=n) Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ˘_Y (s=n)), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ¯(t; s)(a) = ˘_Y (−s=n)^n˘_X (−t=n)^n˘_X (t=n)^n˘_Y (s=n)^n(a) + n^2o(1=n^2) = a + o(1) ÐÒÉ n → ∞. ðÏÓËÏÌØËÕ ¯(t; s)(a) ÏÔ n ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ¯(t; s)(a) = a. □

óÅÍÅÊÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V (a) ⊂ T_aM ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ k-ÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ a. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N → M | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V , ÅÓÌÉ N | l-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÇÄÅ l ≤ k), Rk f^′(q) = l É Im f^′(q) ⊂ V (f(q)) ÐÒÉ ŒÓÅÈ q ∈ N . çÌÁÄËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ f : N → M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ dim N = k É a ∈ f(N ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X ÎÁ M ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V , ÅÓÌÉ X(a) ∈ V (a) ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ M . ðÏ- ÓËÏÌØËÕ V (a) ⊂ T_aM | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ C^∞(M ) | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ Vect(M ), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ Vect(M; V ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (æÒÏÂÅÎÉÕÓ). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) íÏÄÕÌØ Vect(M; V ) ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ Œ Vect(M )).

2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Y_1; : : : ; Y_k É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ a ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ Y_1(b); : : :; Y_k(b) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (b) ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U , É [Y_i; Y_j](b) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U .

3) òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ V ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÏÓÑÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n.

1 =⇒ 2: ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ X_1; : : : ; X_k Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ X_1(b); : : : ; X_k(b) | ÂÁÚÉÓ Œ V (b) ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U . ðÕÓÔØ X_i(b) =

∑_n

i=1 ff^j_i (b)^@_{@xj} (b), i = 1; : : :; k. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÙ X_i(b) ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ (k × n) A = ff^j_i (b) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÅ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÍÉÎÏÒ k × k ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ R = r^j_i (b), i; j = 1; : : : ; k (ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ b ∈ U ) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ RA | ÍÁÔÒÉÃÁ k×n, ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ k×k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Y_i(b) =

∑_n

j=1 r^j_i (b)X_j (b), ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ Y_1(b); : : : ; Y_k(b) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ b ∈ U ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (b), É Y_i(b) =^@_{@xi} (b) +

∑_n

j=k+1¯ j i (b)^@_{@xj} (b).

ðÏÓËÏÌØËÕ Y_1; : : : ; Y_k ∈ Vect(M; V ), ÉÍÅÅÍ [Y_i; Y_l](b) ∈ V (b) ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ U É i; j = 1; : : :; k. ôÏ ÅÓÔØ [Y_i; Y_l](b) =

∑_k

q=1 ¸^q_{ij} (b)Y_q(b) =

∑_k q=1 ¸^q_{ij}(b)^@_{@xq} (b) +

∑_k q=1 ∑_n

j=k+1¯ j q(b)^@_{@xj} (b) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ¸^p_{ij} . îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ [^@_{@xi} ;^@_{@xj} ] = 0, ŒÅËÔÏÒ [Y_i; Y_l](b) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ^@_{@xi} (b) Ó 1 ≤ i ≤ k. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¸^q_{ij} ≡ 0, É [Y_i; Y_l] = 0.

2 =⇒ 3: ÐÕÓÔØ ˘_1(t); : : : ; ˘_k(t) | ÐÏÔÏËÉ ÐÏÌÅÊ Y_1; : : :; Y_k, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞ- ËÉ a ∈ M ÐÒÉ t ∈ (−”; ”). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : (−”; ”)^k → M ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(t_1; : : : ; t_k) = (˘_1(t_1) ∘ · · · ∘ ˘_k(t_k))(a). ðÕÓÔØ e_i (i = 1; : : :; k | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ R^k = T_{(t1;:::;tk} (−”; ”)^k. ôÏÇÄÁ f^′(t_1; : : : ; t_k)e_i =^@_{@ti} ˘_i(t_i)(˘_1(t_1) ∘ · · · ∘ ^˘_i(t_i) ∘ · · · ∘ ˘_k(t_k)(a)) (Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1) = Y_i(f(t_1; : : : ; t_k)). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V . 1

3 =⇒ 1: ÐÕÓÔØ f | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V , X_1; X_2 ∈ Vect(M; V ). éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ X_1; X_2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a ∈ P^{def}= f(N ) ⊂ M , ÌÅÖÁÔ Œ P . óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5 ÌÅËÃÉÉ 4 ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ [X_1; X_2](a) ËÁÓÁÅÔÓÑ P , ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÉÔ Œ V (a). □

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^3 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y; z ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ A =^@_{@x} É B =^@_{@z} − x^@_{@y} . ïÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (ÐÏÞÅÍÕ ?); ŒÅËÔÏÒÙ A(p; q; r); B(p; q; r) ∈ T_{(p;q;r)}R^3 = R^3 ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ⊂ R^3, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ z + ay = 0. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A; B] = [^@_{@x} ; −x^@_{@y} ] = −^@_{@y} ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (⇔ ÎÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ A É B). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Õ ÎÅÇÏ ÉÍÅÀÔÓÑ (ËÁË É Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÐÏÌÅÊ A É B. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅÖÁÎÄÒÏŒÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ Œ R^3.

çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ Rk f^′(a) = dim M ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ M (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim Q ≥ dim M ). ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f(a) ≠ f(b) ÐÒÉ a ≠ b. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÌÀÂÏÅ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f|_U : U → Q | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f : S^1 → Q | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ. œÌÏÖÅÎÉÅ f : S^1 → Q | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÂÅÚ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ f : M → R^N, ÇÄÅ N ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ dim M = n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ M ÁÔÌÁÓ {(U_ff; V_ff; x_ff)}. ïÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_ff ⊂ R^n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_ff | ÛÁÒÙ B(0; 1) ⊂ R^n ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÔÌÁÓ ËÏÎÅÞÎÙÍ: {(U_1; V_1; x_1); : : :; (U_k; V_k; x_k)}.

ðÕÓÔØ ’ : B(0; 1) → S^n \{P } | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÛÁÒÁ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÓÅŒÅÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀÓÕ ÓÆÅÒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_i : M → R^{n+1}, i = 1; : : : ; k, ÔÁË: ˘_i|_{Ui}^{def}= ´ ∘ ’ ∘ x_i, ÇÄÅ ´ : S^n → R^{n+1} | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ

ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÅÓÌÉ a =∈ U_i, ÔÏ ˘_i(a)^{def}= ´(P ). ðÏÌÏÖÉÍ N = (n + 1)k, É ÚÁÄÁÄÉÍ f : M → R^N ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(a) = (˘_1(a); : : : ; ˘_k(a)).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f | ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Rk ˘^′_i(a) = n = dim M ÐÒÉ a ∈ U_i. åÓÌÉ a; b ∈ U_i É a ≠ b, ÔÏ ˘_i(a) ≠ ˘_i(b) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(a) ≠ f(b). åÓÌÉ a ∈ U_i, b =∈ U_i, ÔÏ ˘_i(a) ≠ ´(P ) = ˘_i(b) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(a) ≠ f(b). □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2 ÉÚÌÉÛÎÅ | ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÅÇÏ ÄÌÑ ÕÐÒÏ- ÝÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÓÌÁÂÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ). œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R^{2n+1} É ÐÏÇÒÕÖÅÎÏ Œ R^{2n}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : M → R^N | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N ¿ 2n + 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ⊂ R^N ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_� ∘ f : M → ˝ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ p_� : R^N →˝ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P T M , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑ- ÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ) Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ T_aM . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ P T M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n−1 (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÔÌÁÓ !). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : P T M → RP^{N−1}, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÁÒÅ (a; ‘) ∈ P T M , ÇÄÅ a ∈ M , ‘ ⊂ T_aM , ÐÒÑÍÕÀ ‘: ÐÏÓËÏÌØËÕ M ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R^N, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_aM ŒÌÏÖÅÎÏ Œ T_{f(a)}R^N = R^N, ÐÏÜÔÏÍÕ ‘ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ RP^{N−1} (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÐÕÓÔØ v ∈ ‘ ⊂ T_aM | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ g(a; ‘) | ÐÒÑÍÁÑ, ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ f^′(a)v). ðÏÓËÏÌØËÕ N −1 ¿ 2n−1, ÐÏ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ ÏÂÒÁÚ g(P T M ) ⊂ RP^{N−1} ÉÍÅÅÔ Œ RP^{N−1} ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q = {(a; b) | a; b ∈ M; a ≠ b}. üÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n (ÐÏÞÅÍÕ ?). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : Q → RP^{N−1}: h(a; b) | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ f(a É f(b) (É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ); ÐÏÓËÏÌØËÕ f | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÅ, N − 1 ¿ 2n, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ ÏÂÒÁÚ h(Q) ⊂ RP^{2N−1} ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ ‘_0 ∈ RP^{N−1}, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÎÉ g(P T M ), ÎÉ h(Q). åÓÌÉ˝ | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ‘_0, ÔÏ p_� ∘ f : M → ˝ = R^{N−1} | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ: Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ M ÂÙÌÏ ÐÏÇÒÕÖÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÎÕÖÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ˝ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p_� ∘ f | ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ N ¿ 2n. □

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÐÒÉ n ¿ 1): ŒÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ R^{2n} É ÐÏÇÒÕÚÉÔØ Œ

R^{2n−1} (ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ \ÓÉÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ õÉÔÎÉ"). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÕÖÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÅËÃÉÊ: ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÕÚÅÌ Œ R^3 (ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ f : S^1 → R^3) ÎÅÌØÚÑ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ Œ R^2 ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ïÃÅÎËÉ 2n É 2n − 1 Œ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ õÉÔÎÉ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÌÕÞÛÉÔØ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ n É ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÒÁÚÕ): S^1 ÎÅÌØÚÑ ŒÌÏÖÉÔØ Œ R^1, S^2 ÎÅÌØÚÑ ÐÏÇÒÕÚÉÔØ Œ R^2 (ÄÏËÁÖÉÔÅ !).