íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 6

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ.

ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ B É ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p : E → B. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ E ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÔÌÁÓ {(U_i; V_i ×R^k; x_i)}, É ÐÕÓÔØ ’_{ij} = x_j ∘x^{−1}_i : V_i ×R^k → V_j ×R^k | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÉÍÅÀÝÅÅ ŒÉÄ ’_{ij} (q; v) = (_{ij}(q); A_{ij}(q)v). éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ A_{ij}(q) ∘ A_{ji}(_{ij} (q)) = id É A_{ij}(q) ∘ A_{jk}(_{ij}(q)) ∘ A_{ki}(_{ik}(q)) = id.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÅ B ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ŒÉÄÁ ’^∗_{ij} (q) = (_{ij} (q); (A_{ij}(q)^{−1})^∗v), ÇÄÅ ÚŒÅÚÄÏÞËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’^∗_{ij} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗ Ó ÂÁÚÏÊ B. óÌÏÊ (p^∗)^{−1}(b) ⊂ E^∗ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ b ∈ B (p^∗ : E^∗ → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÓÌÏÀ p^{−1}(b) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ A_1 ∘ A_2 = id, ÔÏ É (A^{−1}_1 )^∗ ∘ (A^{−1}_2 )^∗ = (A^{−1}_2 ∘ A^{−1}_1 )^∗ = ((A_1 ∘ A_2)^{−1})^∗ = id, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’^∗_{ij} ÚÁÄÁÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ B.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a ∈ E, ff ∈ E^∗ É p(a) = b = p^∗(ff). ðÕÓÔØ (U_i; V_i × R^k; x_i) | ËÁÒÔÁ Œ E ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a ∈ U_i, É (U^∗_i ; V_i × R^k; x^∗_i ) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÁÒÔÁ Œ E^∗. ðÏÓËÏÌØËÕ p(a) = p^∗(ff), ÉÍÅÅÍ ff ∈ U^∗_i . ðÕÓÔØ x_i(a) = (q; v) É x^∗_i (ff) = (q; w). ðÏÌÏÖÉÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ⟨ff; a⟩^{def}= ( w; v ) (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ R^k). üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÅÓÌÉ x_j ; x^∗_j | ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ x_j(a) = (_{ij}(q); A_{ij}(q)v), x^∗_j (ff) = (_{ij}(q); (A_{ij} (q)^{−1})^∗w), É ( (A_{ij} (q)^{−1})^∗w; A_{ij}(q)v ) = ( w; v ) . □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. C^∞(B)-ÍÏÄÕÌØ `(E^∗) ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ C^∞(B)-ÍÏÄÕÌÀ Hom(`(E); C^∞(B)) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ `(E) ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÂÁÚÅ.

E^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë E. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ T M , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T^∗M . çÌÁÄËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ T^∗M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ 1- ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . åÓÌÉ (U; V; x) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ M , ÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_aM ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÁÚÉÓ^@_{@x1} (a); : : : ;^@_{@xn} (a), Á Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T^∗_a M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ; ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dx_1(a); : : : ; dx_n(a). œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ a ∈ U ËÁË ˚(a) =

∑_n

s=1 r_s(a) dx_s(a), Á ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y_s = ’_s(x_1; : : :; x_n); s = 1; : : :; n, ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: dy_s(a) =

∑_n k=1 @’_s @x_k (x(a)) dxk(a).

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {z ∈ C | |z| = 1} ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ U_1 = (S^1 \ {1}, U_2 = (S^1 \ {−1}. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V_1 = (0; 2ß), V_2 = (−ß; ß), ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1, x_2 | ŒÚÑÔÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÂÅÒÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ). íÎÏÖÅÓÔŒÁ V_{12} = (0; ß) ∪ (ß; 2ß), V_{21} = (−ß; 0) ∪ (0; ß), ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’_{12}(t) = t ÐÒÉ t ∈ (0; ß) É ’_{12}(t) = t − 2ß ÐÒÉ t ∈ (ß; 2ß).

œ ËÁÒÔÅ U_1 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ dx_1, Á Œ ËÁÒÔÅ U_2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ 1- ÆÏÒÍÕ dx_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ’^′_{12}(t) = 1 ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ t, ÉÍÅÅÍ dx_1 = dx_2 ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÚÁÄÁÌÉ ÎÁ ŒÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ d’.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ˘ | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Ô.Å. ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˘(V ), Á ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÕ A : V → W | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˘(A) : ˘(V ) → ˘(W ), ÔÁË ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ˘(A ∘ B) = ˘(A) ∘ ˘(B) É ˘(id_V) = id_{�(V )} (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘(A^{−1}) = ˘(A)^{−1}). ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E Ó ÂÁÚÏÊ B ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÏŒÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^�, ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÕÔ (V_i ×˘(R^k); x_i), Á ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’^�_{ij}(q; v)^{def}= (_{ij} (q); ˘(A_{ij}(q))v) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_{ij} (q) ÏÂÑ- ÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ B É ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p : ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^� Ó ÂÁÚÏÊ B É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ p^�, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ (p^�)^{−1}(b) ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ b ∈ B ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ˘(p^{−1}(b)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E^�: 1

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. åÓÌÉ ˘(V ) = V^∗, Á ˘(A) = (A^{−1})^∗ : V^∗ → W^∗, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^∗.

ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ. åÓÌÉ ˘(V ) = V ⊕ V , Á ˘(A) = A ⊕ A, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ E ⊕ E ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÎÇÁ. ôÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ E ⊕ E ⊕ · · · ⊕ E (k ÒÁÚ).

ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ. åÓÌÉ ˘(V ) = V ⊗ V , Á ˘(A) = A ⊗ A, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ E ⊗ E^{def}= E^{⊗2} ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s^2, ÇÄÅ s = Rk(E). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ k-À ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ E^{⊗k} | ÅÅ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ s^k. óÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M^{⊗k} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ k-ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÎÁ M (ÉÌÉ k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ), Á ÓÅÞÅÎÉÑ T^∗M^{⊗k} | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ k-ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {z ∈ C | |z| = 1} ÁÔÌÁÓ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ íÅÂÉÕÓÁ Ó ÂÁÚÏÊ S^1 ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1. œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÁÔÌÁÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ A_{12}(t) | ÍÁÔÒÉÃÁ 1 × 1 (ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ t ∈ V_{12}), ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ A_{12}(t) = 1 ÐÒÉ t ∈ (0; ß) É A_{12}(t) = −1 ÐÒÉ t ∈ (ß; 2ß).

ôÅÎÚÏÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1^2 = 1. åÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ A_{12}(t) ⊗ A_{12}(t) = 1^2 = (−1)^2 = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ t. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅ. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ k-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ íÅÂÉÕÓÁ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ k É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^{⊗k}_b^{def}= (p^{⊗k})^{−1}(b) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó k-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎØÀ ÓÌÏÑ E_b^{def}= p^{−1}(b). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V^{⊗k} É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ k- ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V^∗: ÔÅÎÚÏÒÕ a_1⊗· · ·⊗a_k ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ p_{a1⊗···⊗ak} (ff_1; : : :; ff_k) = ⟨ff_1; a_1⟩ : : : ⟨ff_k; a_k⟩; ÚÄÅÓØ a_1; : : :; a_k ∈ V , ff_1; : : : ; ff_k ∈ V^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÊ E^{⊗k}_b ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ k-ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÓÌÏÅ E^∗_b ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ É ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ. îÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ V ⊗ V ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ I ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: I(v ⊗ w) = w ⊗ v ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ I ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. ôÅÎÚÏÒÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ I, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ É ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Symm(V; 2) ⊂ V ⊗V . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ n(n+1)=2 (ÇÄÅ n = dim V ), É ÂÁÚÉÓ Œ ÎÅÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÅÎÚÏÒÙ e_i ·e_j =^1_2 (e_i ⊗e_j +e_j ⊗e_i), ÇÄÅ 1 ≤ i ≤ j ≤ n, É e_1; : : : ; e_n | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Œ V . óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ Symm(·; 2) | ÆÕÎËÔÏÒ: ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A : V → W ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Symm(A; 2), ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ Symm(A; 2)(v·w) = A(v)·A(w), Á ÎÁ ÐÒÏÞÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ !). åÓÌÉ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ (ff^j_i ), ÔÏ Symm(A; 2)(e_i · e_j ) = A(e_i) · A(e_j ) = ∑ 1≤k¡l≤n(ff k i ff^l_j + ff^l_iff^k_j )e_k · e_l, Ô.Å. ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Symm(A; 2))^{k;l}_{i;j} = ff^k_i ff^l_j + ff^l_iff^k_j .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ Symm(E; 2). åÇÏ ÓÌÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÉÌÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÓÌÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Œ V ⊗ V , ËÏÓÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ I (I(x) = −x), ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~^2V ⊂ V ⊗V , ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ŒÎÅÛÎÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ V . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ~^2V ÒÁŒÎÁ n(n−1)=2, Á ÂÁÚÉÓ Œ ÎÅÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ∧ e_j^{def}=^1_2 (e_i ⊗ e_j − e_j ⊗ e_i); 1 ≤ i ¡ j ≤ n. œÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ | ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ: ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~^2A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒ v ∧ w ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ~^2A(v ∧ w) = A(v) ∧ A(w), Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = (ff^j_i ) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n, ÔÏ A^{∧2} = (ff^k_i ff^l_j − ff^l_iff^k_j ) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i ∧ e_j, 1 ≤ i ¡ j ≤ n.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ~^2E. åÇÏ ÓÌÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÉÌÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÓÌÏÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗.

óÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ~^2T^∗M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ 2-ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . œ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ ÏÎÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ËÁË ˚ = ∑ 1≤i¡j≤n rij(a) dxi(a) ∧ dxj(a), Á ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ys = ’s(x1; : : :; xn),

s = 1; : : :; n, ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÔÁË: dy_s(a) ∧ dy_t(a) = ∑ 1≤i¡j≤n

(_{@’s}

@x_i

@’_t @x_j −

@’_s @x_j

@’_t @x_i ) (x(a)) dx_i(a) ∧ dx_j(a).

ðÒÉÍÅÒ 3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 = {(a; b; c) | a^2 + b^2 + c^2 = 1} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ U_1 = S^2 \ {(0; 0; 1)} É U_2 = S^2 \ {(0; 0; −11)}, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V_1 = V_2 = R^2, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ p_1 É p_2 | ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ V_{12} = R^2 \ {(0; 0)} = V_{21}, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÁ ’_{12}(x; y) =

(_x

x^2+y^2 ; y x^2+y^2 ) . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A_{12}(x; y) = ’^′_{12}(x; y) = 1 (x^2+y^2)^2

(_{y2−x2 −2xy}

−2xy x^2−y^2 ) . œÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ~^2T S^2 ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ C^2_2 = 1. åÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÜÔÏ B(x; y) = det A(x; y) =^1_{(x2+y2 )2} (ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÅ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ 1 × 1). éÚÍÅÎÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: ~p_1(a) = (x; y; v), ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ q_1(a)^{def}= (x; y; (1 + (x^2 + y^2)^2)v), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÅÓÌÉ ~p_2(a) = (x; y; v), ÔÏ q_2(a)^{def}= (x; y; (1 +

(x^2 + y^2)^2)v). ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÅÓÔØ ~A_{12}(x; y) = 1, ÔÁË ÞÔÏ ~^2T S^2 | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

œÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ. œ k-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ V^{⊗k} ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^kV , ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ. âÁÚÉÓ Œ ~^kV ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÅÎÚÏÒÙ ŒÉÄÁ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{ik} = 1 k! ∑ œ∈�_k ”(œ)eiœ(1) ⊗ eiœ(2) ⊗ · · ·⊗ eiœ(k) , ÇÄÅ 1 ≤ i1 ¡ i2 ¡ · · · ¡ ik ≤ n, ˚k | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÎÄÅËÓÏŒ

1: : : :; k, ”(œ) = ±1 | ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (ÞÅÔÎÏÓÔØ), Á e_1; : : : ; e_n | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Œ V . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^kV ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ V , ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ C^k_n = n!=(k!(n − k)!).

œÚÑÔÉÅ k-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÆÕÎËÔÏÒ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → W , ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~^kA : ~^kV → ~^kW , ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒ v_1 ∧ · · ·∧ v_k ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ~^kA(v_1 ∧ · · ·∧ v_k) = A(v_1) ∧ : : : A(v_k), Á ÎÁ ÐÒÏÞÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÇÏ k-ÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ ~^kE | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÏÊ ÒÁÎÇÁ C^k_n. óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ~^kE ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó k-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E (Ô.Å. Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ ÜÔÏÍ ÓÌÏÅ) ÉÌÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÔ k ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÓÌÏÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗.

çÌÁÄËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ k-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ~^kT^∗M ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÍÉ k-ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . åÓÌÉ (U; V; x) | ËÁÒÔÁ ÎÁ M É a ∈ U , ÔÏ Œ T^∗_a M ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ dx_1(a); : : : ; dx_n(a), Á Œ ~^kT^∗_a M | ÂÁÚÉÓ dx_{i1} (a) ∧ · · · ∧ dx_{ik} (a), ÇÄÅ 1 ≤ i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_k ≤ n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ˚ = ∑ 1≤i_1¡i_2¡···¡i_k≤n ri1;:::;ik (a) dxi1 (a) ∧ · · · ∧

dx_{ik} (a), Á ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y_s = ’_s(x_1; : : : ; x_n), s = 1; : : : ; n, ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÔÁË: dy_{i1} (a) ∧ · · · ∧ dy_{ik} (a) = ∑ 1≤j_1¡···¡j_k≤n det

(_{@’is}

@x_{jt} ) (x(a)) dx_{j1} (a) ∧ · · · ∧ dx_{jk} (a) (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÅÒÅÔÓÑ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ k × k, ÜÌÅÍÅÎÔ s-ÏÊ

ÓÔÒÏËÉ É t-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ^{@’is}_{@xjt} (x(a)) | ÜÔÏ k-ÍÉÎÏÒ n×n-ÍÁÔÒÉÃÙ

(_{@’i}

@x_j (x(a)) ) , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÔÒÏËÁÍ i_1; : : :; i_k É ÓÔÏÌÂÃÁÍ j_1; : : : ; j_k). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, k-ÆÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÏÌÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C^∞(M ) ÏÔ k ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M : ÅÓÌÉ X_i(a) =

∑_n j=1 q_{ij}(a)^@_{@xj} (a), i = 1; : : :; k, ÔÏ (dx_{j1} ∧ : : : dx_{jk} )(X_1; : : : ; X_k) = det (q_{sjs} )^k_{s=1}, Á ÎÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ k-ÆÏÒÍÙ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.