çòõððù é áìçåâòù ìé. ïóåîîéê óåíåóôò 2006.

ìéóôïë 3. òáäéëáì é ðïìõðòïóôùå áìçåâòù ìé.

ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 0.

3.1^!. ðÕÓÔØ (·; ·) | ÆÏÒÍÁ ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (d(x); y) + (x; d(y)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ d ∈ Der(g); x; y ∈ g.

3.2^!(óŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÄÉËÁÌÁ). ðÕÓÔØ g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, Á r | Åč ÒÁÄÉËÁÌ. ôÏÇÄÁ Á) åÓÌÉ æ | ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ g, ÔÏ r ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë Dg ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ (x; y)_æ = tr(æ(x)æ(y)).

Â) r ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë Dg ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ ëÉÌÌÉÎÇÁ. Œ) d(r) ⊂ r ÄÌÑ ŒÓÅÈ d ∈ Der(g).

Ç) åÓÌÉ h | ÉÄÅÁÌ Œ g, ÔÏ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ h ÑŒÌÑÅÔÓÑ r ∩ h, Á ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ g=h | ÏÂÒÁÚ r ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÅ.

Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ h, ÔÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ g É g=h ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ.

3.3(óŒÏÊÓÔŒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉ- ËÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ g ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó [g; r], ÇÄÅ r | ÒÁÄÉËÁÌ Œ g, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ ìÉ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÑÄÅÒ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ (·; ·)_æ.

3.4^!. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÄÅÁÌÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

3.5^!(òÅÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ). ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ h ⊂ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ h-ÍÏÄÕÌØ g ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

Á) òÅÄÕËÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ (Ô.Å. ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒ). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

Â) òÅÄÕËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Œ gl(V ) ÓÕÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÄÕÌØ V ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ h ⊂ g ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n_g(h) = z_g(h) + h.

3.6. ðÕÓÔØ g | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, Á æ | Åč ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

Á^!) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ (·; ·)_æ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ sl_n; so_n (n ¿ 2); sp_{2n} ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ g ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ (·; ·)_æ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÆÏÒÍÅ ëÉÌÌÉÎÇÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

3.7*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ sl_n; so_n; n ≠ 2; 4; sp_{2n} ÐÒÏÓÔÙ^1.

3.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÎÕÌÅŒÁÑ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ?

1ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ ÜÔÉÈ, ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÒÏŒÎÏ 5. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÃÅÌÅÊ ËÕÒÓÁ. 1

2 ìéóôïë 3. òáäéëáì é ðïìõðòïóôùå áìçåâòù ìé.

3.9. ðÕÓÔØ g | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ g ⋉_{ad} g. úÄÅÓØ ŒÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ g ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ÐÅÒŒÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.

3.10 (òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ). ðÕÓÔØ K_1 ⊂ K_2 ⊂ K_3 | ÐÏÌÑ, É g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÁÄ K_2.

Á^!) ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÒÁÄÉËÁÌ (ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ) ÁÌÇÅÂÒ g_{K1} ; g; g^{K3} . Â^!) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ ÁÌÇÅÂÒ g_{K1} ; g; g^{K3} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ. Œ) þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÐÒÏÓÔÏÔÏÊ?

3.11^! (ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ sl_2). úÄÅÓØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ. œÙ-

ÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e := ( 0 1 0 0 ) ; h := ( 1 0 0 −1 ) , f := ( 0 0 1 0 ) Œ sl_2. ðÏÌÏÖÉÍ b := Ke + Kh.

œÓÅ sl_2-ÍÏÄÕÌÉ ÎÉÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ.

Á) éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [h; e] = 2e; [h; f] = −2f; [e; f] = h. Â) ìÀÂÏÊ sl_2-ÍÏÄÕÌØ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

Œ) œÅËÔÏÒ v Œ sl_2-ÍÏÄÕÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ Kv ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ev = 0; hv = av, ÇÄÅ a ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÓÏÍ v.

Ç) ðÕÓÔØ v | ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÑ V . ðÏÌÏÖÉÍ v_i = f^iv; i ⩾ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fv_i = v_{i+1}; hv_i = (a − 2i)v; ev_i = i(a − i + 1)v_{i−1}.

Ä) îÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ v_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

Å) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ sl_2-ÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏÍ. åÇÏ ŒÅÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ sl_2-ÍÏÄÕÌÑ.

Ö) dim V ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ v_n = 0. óÔÁÒÛÉÊ ŒÅÓ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ sl_2-ÍÏÄÕÌÑ V ÒÁŒÅÎ dim V − 1.

Ú) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ sl_2-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ sl_2-ÍÏÄÕÌÀ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅÓ. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ d ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ V (d).

É) ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ sl_2-ÍÏÄÕÌØ. äÌÑ ÃÅÌÏÇÏ i ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ V_i = {v ∈ V |hv = iv}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

É1) dim V_i = dim V_{−i}. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ i ¿ 0 e^i ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ V_{−i} → V_i, Á f^i ÂÉÅËÃÉÀ V_i → V_{−i}.

É2) e : V_i → V_{i+2} ÅÓÔØ ÉÎSSÅËÃÉÑ ÄÌÑ i ¡ 0 É ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÄÌÑ i ⩾ 0. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ f.

É3) V_0 ∩ ker e = V_0 ∩ ker f = V^{sl2} .

Ê) ëÁÖÄÏÍÕ sl_2-ÍÏÄÕÌÀ V ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁ ch_V = ∑ i∈Zdim V_ix^i, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ch_{V1⊕V2} = ch_{V1} ⊕ ch_{V2} , ch_{V1⊗V2} = ch_{V1} ch_{V2} .

Ë) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → ch_V ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

Ì) òÁÚÌÏÖÉÔÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ V (d_1)⊗V (d_2), S^2V (d);

⋀_2 V (d).