çòõððù é áìçåâòù ìé. ïóåîîéê óåíåóôò 2006

ìéóôïë 5. çòõððù ìé é éè ëáóáôåìøîùå áìçåâòù.

þÅÒÅÚ K ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÐÏÌÅ R ÉÌÉ C , Á ÞÅÒÅÚ G ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÎÁÄ K. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÊ ÌÁÔÉÎÓËÏÊ ÂÕËŒÏÊ, ÔÏ Åč ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÇÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÕËŒÏÊ.

5.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(H ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R-ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ H -ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÏÒÍ H^n ⊗_RH^n ⊗_RH . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H -ÐÏÌÕÔÏÒÁ- ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ GL_n(H ). óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Sp_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏ- ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ sp_n = T_e(Sp_n), ÄÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ Œ gl_n(H ). ïÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÀ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ).

5.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ U_n; SU_n; O_n; SO_n; Sp_n ËÏÍÐÁËÔÎÙ, Á ÇÒÕÐÐÙ SL_n(R); Sp_{2n}(R); O_{k;l}; U_{k;l}; SO_{k;l}; SU_{k;l} É Sp_{k;l} ÎÅÔ (ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÇÒÕÐÐÅ Sp_n, ÎÏ ÄÌÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ).

5.3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(C ); SL_n(K); SO_n(K); Sp_n(K); Sp_n; U_n; SU_n ÓŒÑÚÎÙ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O_{k;l} = O^∘_{k;l} ∼= Z_2 × Z_2.

5.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SL_n(C ); Sp_n(C ); Sp_n; SU_n ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙ, Á ß_1(SO_n(K)) = Z_2 ÄÌÑ n ¿ 2.

5.5^! (óŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÅÄÉÎÉÃÙ). óŒÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ G^∘. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ Œ G.

Á) G^∘ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ H ⊂ G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÁ G=H ÄÉÓËÒÅÔÎÁ.

Â) äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G^∘ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ.

5.6^! (çÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ ìÉ). ðÕÓÔØ G | ÓŒÑÚÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÎÁÄ K.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ Aut(G) ,→ Aut(g), ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

Â*) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÒÁÚ Aut(G) Œ Aut(g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ Aut(G) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Z(G) | ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ Aut(g)^∘ ⊂ Aut(G), É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

Œ) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ H → Aut(G). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H → Aut(g) | ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ H : G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.

Ç) åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ h ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ H Ó Lie(H) = h.

5.7^! (ðÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ). Á) ðÕÓÔØ G_1; G_2 | ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÎÁÄ K, É ˘ : G_1 → Aut(G_2) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ìÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ G := G_1 ⋌_� G_2 ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ G_1 ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ, Á G_2 | Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ Œ G.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ g = Lie(G) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g_1 ⋉_’ g_2; g_i = Lie(G_i), ’ : g_1 → Der(g_2) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G_1 → Aut(g_2), ËÏÔÏÒÙÊ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ˘ É ŒÌÏÖÅÎÉÑ Aut(G_2) ,→ Aut(g_2), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ.

Œ) åÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, G_1; G_2 | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ìÉ Œ G, G_2 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, É G = G_1G_2; G_1 ∩ G_2 = {e}, ÔÏ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ G_1 É G_2. 1

2 ìéóôïë 5. çòõððù ìé é éè ëáóáôåìøîùå áìçåâòù.

Ç) ðÕÓÔØ g_1; g_2 |ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, Á G_1; G_2 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ’ : g_1 → Der(g_2) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : G_1 → Aut(G_2) ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g_1 ⋉_’ g_2 = Lie(G_1 ⋌_� G_2).

5.8^!. ðÕÓÔØ g | ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G Ó Lie(G) = g. åÓÌÉ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ R^{dimg}.

5.9^!. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G Ó Lie(G) = g.

5.10. ðÕÓÔØ g | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ exp(g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ exp : g → exp(g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ.

5.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp : gl_n(C ) → GL_n(C ) ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÕÂÍÅÒÓÉÅÊ.

5.12. ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ŒÓÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÎÁÄ K.

5.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÔÏÒÏÍ C^n =`, ÇÄÅ ` | ÒÅÛÅÔËÁ Œ C^n ÒÁÎÇÁ 2n.

5.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÎ- ÔÏÍ, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ. ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ.

5.15 (œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. äÌÑ ¸ ∈ g ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ¸_∗ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ŒÙÂÅÒÅÍ ËÒÉŒÕÀ fl(t) ⊂ G Ó fl(0) = e;^d_{dt} fl(t)|_{t=0} = ¸ É ÄÌÑ x ∈ X ÐÏÌÏÖÉÍ ¸_{∗x} =^d_{dt} fl(t)x. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÆÕÎÔÏÒÉÁÌØÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ ’ : X → Y | G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ d_x’(¸_{∗x}) = ¸_{∗’(x)}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → ¸_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.

5.16^!. ðÕÓÔØ H | ÓŒÑÚÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ G. ôÏÇÄÁ Z_G(H) = Z_G(h) := {g ∈ G| Ad(g)h ⊂ h; Ad(g)|_h = id}, Á ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó z_g(h).

5.17. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, É œ ∈ Aut(G). ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ œ-ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË Œ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ dœ-ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË Œ g.

5.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ (Ô.Å. ÒÑÄ B^iG Ó B^1G = G; B^{i+1}G = (G; B^iG) ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Åč ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

5.19 (åÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ). äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ⊂ GL(V ) É Åč ÈÁÒÁËÔÅÒÁ (Ô.Å. ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ) Ø ÐÏÌÏÖÉÍ V_Ø := {v ∈ V |gv = Ø(g)v; ∀g ∈ G}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ N_{GL(V )}(G) ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_Ø. œÙ- ŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉ.

5.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÎÁÄ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÕ ìÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1.

5.21*. ðÕÓÔØ G | ÓŒÑÚÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, H | Åč ÓŒÑÚÎÁÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ G ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ G = H ⋋ F .