çòõððù é áìçåâòù ìé. ïóåîîéê óåíåóôò 2006.

ìéóôïë 8. õîéœåòóáìøîùå ïâåòôùœáàýéå áìçåâòù.

þÅÒÅÚ K ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÐÏÌÅ R ÉÌÉ C . åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÊ ÌÁÔÉÎ- ÓËÏÊ ÂÕËŒÏÊ, ÔÏ Åč ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÇÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÕËŒÏÊ.

8.1 (õÓÌÏŒÉÅ ïÒÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ x; y ∈ U(g) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ u; v ∈ U(g), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ux = vy.

8.2 (ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ S(g) → U(g), ËÏÔÏÒÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔ x_1 : : : x_k; x_i ∈ g; ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ 1 k! ∑ œ∈S_k

x_{œ(1)} : : : x_{œ(k)}:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g-ÍÏÄÕÌÅÊ.

8.3*. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÏÔ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÙ r-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁŒÎÁ^1_r ∑ d|r ¯(d)n^{r=d}. úÄÅÓØ ¯ | ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ (ÒÁŒÎÁÑ 0, ÅÓÌÉ d ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É (−1)^k, ÇÄÅ k | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ d Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ).

8.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U(g) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÁŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ G.^1

8.5 (óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁ S(g), ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ, ÆÏÒÍÁ ëÏÓÔÁÎÔÁëÉÒÉÌÌÏŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÏŒ). éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ S(g) Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ K[g^∗] ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ g^∗. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ K[g^∗] É ff ∈ g^∗ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ d_fff, ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ g. äÌÑ f; g ∈ K[g^∗] ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ {f; g} ∈ K[g^∗] ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ {f; g}(ff) = ⟨ff; [d_fff; d_ffg]⟩.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÁ {·; ·} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ {f; gh} = {f; g}h + {f; h}g. ôÁËÉÅ ÓËÏÂËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓËÏÂËÁÍÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ.

Â) îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ gr U(g) = S(g). ðÕÓÔØ a ∈ U_n(g); b ∈ U_m(g). åÓÌÉ a; b | ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b Œ U_n(g)=U_{n−1}(g) ∼= S^n(g); U_m(g)=U_{m−1}(g) ∼= S^m(g), ÔÏ ab − ba ∈ {a; b} + U_{n+m−2}(g).

Œ) ðÕÎËÔ Á) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ g^∗ ÂÉŒÅËÔÏÒ P (Ô.Å. ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ⟨P; df ∧dg⟩ = {f; g}; f; g ∈ K[g^∗] ∼= S(g). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ff ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T^∗_ff(g^∗) → T_ff(g^∗); ¸ → P_ff(¸; ·) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ Gff (Ô.Å. Ë ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÞËÉ ff ÐÒÉ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P_ff ∈

⋀_2 T (Gff).

Ç) ðÕÓÔØ ff ∈ g^∗. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ Gff ÆÏÒÍÕ ëÏÓÔÁÎÔÁ-ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ! ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÄÌÑ ¸; ȷ ∈ g ÐÏÌÁÇÁÅÍ !(¸:ff; ȷ:ff) = ⟨ff; [¸; ȷ]⟩. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÎÁ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ É ÚÁÍËÎÕÔÁ.

1õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÍŒÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ 1

2 ìéóôïë 8. õîéœåòóáìøîùå ïâåòôùœáàýéå áìçåâòù.

Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë G-ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÍÕ ÂÉŒÅËÔÏÒÕ ÎÁ Gff, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ff ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P_ff ∈

⋀_2 T_ff(Gff).

Å*) ðÕÓÔØ G | ÓŒÑÚÎÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, H | Åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ, ! | G- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ G=H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ff ∈ g^∗ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ¯ : G=H → Gff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ! ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ¯^∗(!_{KK} ), ÇÄÅ !_{KK} | ÆÏÒÍÁ ëÏÓÔÁÎÔÁ-ëÉÒÉÌÌÏŒÁ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ô.Î. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÍÅÎÔÏŒ.^2

Ö) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë Å), ÅÓÌÉ G ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ.

8.6 (óÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ èÏÐÆÁ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ´ : U(g) → U(g) ⊗ U(g), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ´(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x; x ∈ g, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ” : U(g) → K Ó ”(x) = 0; x ∈ g; É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ´ : U(g) → U(g) Ó ´(x) = −x; x ∈ g; (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ´ | ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ ´(ab) = ´(b)´(a)).

Â) ðÕÓÔØ A | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → A ⊗ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏ- ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ É ËÏËÏÍÕÔÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´ ÔÁËÏŒÏ. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÅÄÉÎÉÃÙ ÄÌÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ” ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÅÄÉÎÉÃÅÊ ÄÌÑ ´. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ËÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ËÏÅÄÉÎÉÃÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ.

Œ) ðÕÓÔØ A | ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ¯, ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ´ É ËÏÅÄÉÎÉÃÅÊ ”. áÎ- ÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ´ : A → A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉÐÏÄÏÍ, ÅÓÌÉ ¯ ∘ (id ⊗ ´) ∘ ´ = ¯ ∘ (´ ⊗ id) ∘ ´ = ”. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´ : U(g) → U(g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÐÏÄÏÍ. âÉÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÁÎÔÉÐÏÄÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÐÆÁ.

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÁÌÇÅÂÒ. Ä) üÌÅÍÅÎÔ x ËÏÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ´(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ U(g) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ. Å) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÐÆÁ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÓÌÕÞÁÅ U(g) ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ g.

Ö) âÉÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÊ (ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ A_n), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÁ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ, A_0 = K, É ´(A_n) ⊂ ∑ k+m=n Ak ⊗ Am. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U(g)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ.

Ú*) ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A | ËÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ èÏÐÆÁ, ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ). ôÏÇÄÁ A ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙŒÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÓŒÏÉÈ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

2õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ¸_∗ (ÚÁÄÁÞÁ 5.15) ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ i_{¸∗} ! | ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.