îíõ | áÌÇÅÂÒÁ | 3 ÓÅÍÅÓÔÒ

ðÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

üÈ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ...

œÍÅÓÔÏ ÐÒÅÄÉÓÌÏŒÉÑ œÓÅ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ ÐÅÒÅÐÉÓÁÌ (ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÔÏÞÎÏ) ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÎÉÇ, ÇÏÒÑÞÏ ÒÅËÏ- ÍÅÎÄÕÅÍÙÈ ÍÎÏÊ ÄÌÑ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÞÔÅÎÉÑ:

1. çÅÒÍÁÎ œÅÊÌØ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ É ÐÒÅÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. íÏÓËŒÁ, çééì, 1947. çÌ. III.

2. î.ç.þÅÂÏÔÁÒčŒ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÁÌÇÅÂÒ. ïçéú, 1949. 3. ó.ìÅÎÇ. áÌÇÅÂÒÁ. íÉÒ, 1968. çÌ. XVII, XVIII. 4. é.èÅÒÓÔÅÊÎ. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. íÉÒ, 1972. çÌ. 3,4,5. 5. à.ð.òÁÚÍÙÓÌÏŒ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÁÌÇÅÂÒ É ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. éÚÄ. íçõ, 1991.

6. œ.œ.ðÒÁÓÏÌÏŒ. úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÕËÁ, æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1996.

çÌ. 7, §42.

7. ö.ð.óÅÒÒ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. íÉÒ, 1970. 8. ëÎÉÇÁ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. íÏÓËŒÁ, ïîôé, 1936. çÌ. 10,11. ï. ûŒÁÒÃÍÁÎ

ìÅËÃÉÑ 1 6 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2007 Ç.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÁËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÚÁÐÏ- ÍÎÉÔØ. ðÕÓÔØ A { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ K , End_K V { ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : A −→ End_K V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ A (Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. åÓÌÉ f { ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ End_A V = {c ∈ End_K V | f(a)c = c f(a) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ f .

ìÅÍÍÁ 1. ãÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ End_A V ÑŒÌÑÅÔÓÑ K -ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ End_K V , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f : A −→ End_K V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ

Á) f(A) ≠ 0

Â) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A (Ô.Å. ÅÓÌÉ W ¡ V É f(A) W ¡ W , ÔÏ W = 0 ÉÌÉ W = V ).

ðÒÉÍÅÒ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ M_n(K) Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ).

ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ Ï ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÅ. ðÕÓÔØ f : A −→ End_K V { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ K . ôÏÇÄÁ End_A V = K ·1 (1 { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ), Ô.Å. ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ c ∈ End_A V; c ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ c : V −→ V ÏÂÒÁÔÉÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W = cV ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A: f(A)W = f(A) cV = c f(A)V ¡ cV = W . ðÏÜÔÏÍÕ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ, W = 0 (ÎÏ ÔÏÇÄÁ c { ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) ÉÌÉ W = V , É ÔÏÇÄÁ c ÏÂÒÁÔÉÍ. äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË K ¡ End_A V , ÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ K[c] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ K É ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ (ÐÏÞÅÍÕ?). îÏ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, c ∈ K . ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.□

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ K , ÔÏ ÌÅÍÍÁ ûÕÒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ End_A V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ K (ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ?).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. (à.ð.òÁÚÍÙÓÌÏŒ) íÏÖÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ K .

ñÚÙË ÍÏÄÕÌÅÊ

äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ÑÚÙË A-ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ A { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÁÑ K -ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.4

Á) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÌÅŒÙÍ) A-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ K -ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ · : A × V −→ V , ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (ab) · v = a ·(b · v) (a; b ∈ A; v ∈ V )

(ÏÞÅÎØ ÓËÏÒÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÉÓÞÅÚÎÅÔ).

Â) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V_1 −→ V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ ’(a · v) = a · ’(v):

ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÅ, ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÅ É ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

Œ) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W Œ A-ÍÏÄÕÌÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ A W ¡ W .

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ V ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ V_i , i ∈ I (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ), ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ

v = v_{i1} + v_{i2} + · · · + v_{ik} ; v_{is} ∈ V_{is} (∗)

ðÒÉ ÜÔÏÍ V ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ V_i , ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (∗) ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ |I| ¡ ∞, ÔÏ ÐÉÛÕÔ V = V_1 ⊕ · · · ⊕ V_k .

ðÏÎÑÔÉÑ \ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ K -ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V " É \(ÌÅŒÙÊ) A- ÍÏÄÕÌØ V " ŒÚÁÉÍÏÚÁÍÅÎÑÅÍÙ. ðÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ f : A −→ End_K V ÓÔÒÏ- ÉÔÓÑ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ V ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

a v = f(a) v

îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÙÊ (ÌÅŒÙÊ) A-ÍÏÄÕÌØ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a)v^{def}= a v:

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ: ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ, ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁ- ÔÏÒ É Ô.Ä., { ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ. ðÒÉÍÅÒ. áÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÌÅŒÙÍ) A-ÍÏÄÕÌÅÍ: a · b = ab (a; b ∈ A). œ ÔÁËÏÍ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. A-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓŒÏÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.6. ìÅÍÍÁ öÏÒÄÁÎÁ-çčÌØÄÅÒÁ (ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÎÁ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÌÉÓÔÏÞËÏŒ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

V = V_1 ⊕ · · · ⊕ V_n = U_1 ⊕ · · · ⊕ U_s

{ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ n = s É ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ V_j ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ U_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j . üÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÁÖÎÏ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ðÏÐÏÌÎÉŒ ÎÁÛ ÓÌÏŒÁÒÎÙÊ ÚÁÐÁÓ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ Ï ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ A ¡ End_K V { ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ K , dim_K V ¿ 1. åÓÌÉ V { ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ A = End_K V .

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÅÓÌÉ Õ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍ ÐÏÌÅÍ K ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ f : a −→ End_K W ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f { ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ), ÔÏ A ≃ M_n(K).

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. åÓÌÉ Õ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ M_n(D) ÎÁÄ ÔÅÌÏÍ D = End_A V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÉÌÉ ÓÁ- ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÔÅÎÉÑ (ÓÍ. ËÎÉÇÕ ìÅÎÇÁ), Á ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ) ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ x ∈ V É x ≠ 0, ÔÏ Ax { ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÐÏÔÏÍÕ Ax = V (Ax ≠ 0, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Kx { ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V − {0}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ÒÁÎÇÁ 1, ÐÒÏÅÃÉÒÕÀÝÉÊ ŒÓč V ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ky , y ∈ V − {0}. ôÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ P x = ‘(x)y , ÇÄÅ ‘ ∈ V^∗ (V^∗ { ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ V ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 1.

ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P a, ÇÄÅ a ∈ A. üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ ⩽ 1, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P a(x) = ‘_a(x)y , ÇÄÅ ‘_a ∈ V^∗ . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ‘_a ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ V^∗ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÐÏÞÅÍÕ?). íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÓÔØ ŒÓč V^∗ . œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ v , ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÊ ŒÓÅÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ‘_a , a ∈ A. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ P a(v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, ÉÌÉ ÞÔÏ V = Av ÌÅÖÉÔ Œ (dim V − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÑÄÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P , ÞÔÏ ÑŒÎÏ ÎÅ ÔÁË. éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‘ ∈ V^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÞÔÏ P a (x) = ‘(x)y ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V . ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ A É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ b P a (x) = b(‘(x)y) = ‘(x) b(y), É ÞÔÏ b(y) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓč V , ËÏÇÄÁ b ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ A, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÓÔÁÒÔÏŒÏÍÕ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÒÅÄÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ AP A ÅÓÔØ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ ⩽ 1. îÏ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ 1. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A = End_K V .

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ 1.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ d ¿ 1 ÉÚ A. ðÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÎÇÁ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ v_1 É v_2 ÉÚ V ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ Lv_1 É Lv_2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ï ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ, a Lv_1 = v_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a ∈ A. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ L a Lv_1 = Lv_2 É Lv_1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. LaL − ˘L ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˘ ∈ K . ïÇÒÁÎÉÞÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ La − ˘E ÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Im L, É ÐÏÄÂÅÒÅÍ ˘ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÔÁÌÏ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Im L (ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ). ôÏÇÄÁ

0 ¡ rk(LaL − ˘L) = rk(La − ˘E)L ¡ rk(LE) = d;

ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÛÅÌÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ LaL−˘L, ÒÁÎÇ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ d. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ d = 1. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. õÐÒÏÓÔÉÔÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÌÏŒÏ \ÉÄÅÁÌ" ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏÍÉÍÏ ÄŒÕÓÔÏ- ÒÏÎÎÉÈ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ A A ≠ 0 É Œ ÎÅÊ ÏÔÓÔÕÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÉÄÅÁÌÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 0 ÉÌÉ A.

ôÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ. ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁ- ÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÐÒÏÓÔÏÊ K -ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÓÔÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ M_n(D) ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÅÌÏÍ D ÎÁÄ K .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÉÓÌÏ n É ÔÅÌÏ D ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ãÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ K . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ A. œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

1. A V = 0. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ { ∑ v_ia_i; v_i ∈ V; a_i ∈ A} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ J Œ A. ðÏ ÐÒÉÞÉÎÅ ÐÒÏÓÔÏÔÙ A, J = A. îÏ ÔÏÇÄÁ AA = A·{ ∑ v_ia_i} = { ∑ (Av_i)a_i} = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÏÓÔÏÔÅ A.

2. A V ≠ 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ V { ÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ, Á ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ f : A −→ End_K V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÔÁË ËÁË Ker f = 0 (ŒÅÄØ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ { ÉÄÅÁÌ!). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f { ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ K . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ, A ≃ M_n(K). □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙŒÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ A ≃ M_n(D), ÇÄÅ D = End_A V .