íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, I ËÕÒÓ, 2007/08 ÕÞ.Ç.

ìÉÓÔÏË N1, 12 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2007 Ç.

1. ðÕÓÔØ p ¿ 0. äÌÑ ÔÏÞÅË A_i = (x_i; y_i) ∈ R^2, i = 1; 2, ÐÏÌÏÖÉÍ

æ_p(A_1; A_2) =^p √ |x_2 − x_1|^p + |y_2 − y_1|^p :

Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ p ÜÔÏ | ÍÅÔÒÉËÁ?

Â) íÏÖÎÏ ÌÉ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ æ_∞? þÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÍÅÔÒÉËÏÊ?

Œ) ðÒÉ ËÁËÉÈ p ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ æ_p, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ?

2. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ff ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏ- ÖÅÎ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌ fi, ÅÓÌÉ ff ŒÌÏÖÅÎ Œ fi É ÎÉËÁËÉÅ ÉÚ ÉÈ ËÏÎÃÏŒ ÎÅ ÓÏŒ- ÐÁÄÁÀÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ (ÎÅÐÕÓÔÙÈ) ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ (ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ) ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2. 3. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ∼ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÎÅÍ, X= ∼ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. Á) œŒÅÓÔÉ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X= ∼. Â) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÔÅÍ, ÞÔÏ x ∼ y ÅÓÌÉ y = ˘x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ˘ ∈ R (ÚÄÅÓØ x = (x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n, ˘x = (˘x_1; : : : ; ˘x_n); ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n= ∼ ÈÁÕÓÄÏÆÏŒÙÍ? ëÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ É ÞÅÍÕ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ?

Œ) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n \ {0} (R^n ÂÅÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏ (R^n \ {0})= ∼ ÈÁÕÓÄÏÆÏŒÙÍ? ëÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ É ÞÅÍÕ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ?

4. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^n ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ I ŒÉÄÁ

P_1(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0;

P_2(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0;

: : :

P_k (x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0;

ÇÄÅ P_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÔÁËÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_I ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n. íÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ. ðÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÓÉÓÔÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏŒÙÈ. îÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ.

Á) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1-3 ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ëÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ? á ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ? ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

Â) þÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁ- ÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ R?

Œ) óÒÁŒÎÉÍÙ ÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n.

Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÊ ÓÌÁÂÏÊ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ ÎÁ R^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

5. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ ÎÁ R^n.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

Œ) îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x_n; y_n), x_n = 1=n; y_n = 0 Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ R^2.