ìÅËÃÉÑ 25. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÄÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n, ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ ÎÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ. äÌÑ Â«ÏÌØÛÅÊ ÇÉÂËÏÓÔÉ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÏÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ R^n ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ (ÔÏÞÎÅÅ, ÓÉÍŒÏÌ) r ∈ N ∪ {∞}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1. k-ÍÅÒÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ C^r ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ:

(1) X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ.

(2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_ff ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_ff : U_ff → V_ff, ÇÄÅ V_ff ⊂ R^k | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÜÔÉ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ).

(3) ðÕÓÔØ U_ff É U_fi | ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’_{fffi} : ’_ff(U_ff ∩ U_fi ) → ’_fi (U_ff ∩ U_fi );

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → ’_fi (’^{−1}_ff (x)), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^k.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.6 (ŒËÕÐÅ Ó ÔÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏ ÓÞÅÔ- ÎÏÊ ÂÁÚÏÊ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^n ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 20.7 (Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÉÞÅ- ÇÏ, ËÒÏÍÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅÍ 20.8.

èÏÔÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1) ŒÙÇÌÑ- ÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ, ÞÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.3), ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ k- ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Œ R^n ËÌÁÓÓÁ C^r

ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 25.1 ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅŒÅÒÎÁ) ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÔÏÍÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ œ. á. úÏÒÉÞÁ ĂíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚĄ ÉÌÉ Œ ËÎÉÇÅ â. á. äÕÂÒÏŒÉÎÁ, ó. ð. îÏŒÉËÏŒÁ É á. ô. æÏÍÅÎËÏ ĂóÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑĄ, Á Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | Œ ÐÅÒŒÏÊ ÇÌÁŒÅ ËÎÉÇÅ ó. óÔÅÒÎÂÅÒÇÁ ĂìÅËÃÉÉ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉĄ. óÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ÓŒÑÚÎÙÅ ĂÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑĄ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏËÒÙÔÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ), ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍÉ, ÉÌÉ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ, ÉÌÉ ÓÏÞÅ- ÔÁÀÝÉÅ ÏÂÁ ÜÔÉ ÐÏÒÏËÁ.

îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1 ÉÚÌÉÛÅÓÔŒÏÍ: ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ, Á ŒÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ R^n ÌÉÛØ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÄÅÌÏ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, n- ÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ RP^n, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^{n+1}, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÕËÁÚÁŒ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0 : · · · : x_n) É (x^′_0 : · · · : x^′_n) (ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÈ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÔÄÅÌÑÔØ ÎÅ ÚÁÐÑÔÙÍÉ, Á ÄŒÏÅÔÏÞÉÑÍÉ) ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x^′_j = ˘x_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ∈ R\ {0} É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ j ∈ [0; n].

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ RP^n ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ i ∈ [0; n] ÐÏÌÏÖÉÍ

U_i = { (x_0 : · · · : x_n) ∈ RP^n | x_i ≠ 0 }:

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U_i, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_i : U_i → R^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_0 : · · · : x_n) → (x_0=x_i; : : :; x_{i−1}=x_i; x_{i+1}=x_i; : : :; x_n=x_i):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_i ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÌÁÄ- ËÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ Ë ÄÒÕ- ÇÏÊ). ðÕÓÔØ 0 ⩽ i ¡ j ⩽ n. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

’_i(U_i ∩ U_j ) = {(y_1; : : :; y_n) ∈ R^n | y_{j−1} ≠ 0}; ’_j (U_i ∩ U_j ) = {(z_1; : : :; z_n) ∈ R^n | z_i ≠ 0}:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ (y_1; : : :; y_n) ∈ ’_i(U_i ∩ U_j ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ (y_1 : · · · : y_{i−1} : 1 : y_{i+1} : · · · : y_n) ∈ RP^n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’_i, Á ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’_j ÅÓÔØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

(y_1=y_j ; : : :; y_{i−1}=y_j ; 1=y_j ; y_{i+1}=y_j ; : : :; y_{j−1}=y_j ; y_{j+1}=y_j ; : : :; y_n=y_j ):

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{ij} ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ, É RP^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ËÌÁÓÓÁ C^∞, É ÄÁÖÅ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ).

íÙ ŒŒÅÌÉ ÎÁ RP^n ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ, ÎÏ ÎÉÞÅÇÏ ÅÝÅ ÎÅ ÓËÁÚÁÌÉ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. úÁÄÁÄÉÍ ÅÅ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ RP^n ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ i ∈ [0; n] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ’_i(W ∩ U_i) ÏÔËÒÙÔÏ Œ R^n. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ’_i | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ RP^n Ó ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ. œÓÅ ÜÔÏ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉ- ÁÎ G(k; n) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^n. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ R^n ÂÁÚÉÓ (v_1; : : :; v_n), ÇÄÅ v_1 = (1; 0; : : :; 0),. . . , v_n = (0; : : :; 0; 1). œÏ ŒÓÑËÏÍ k-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ⊂ R^n ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ; ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ËÁË ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË n × k-ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÎ- ÇÁ k. äŒÅ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ k × k-ÍÁÔÒÉÃÕ.

þÅÒÅÚ U_a ⊂ G(k; n), ÇÄÅ a = (a_1; : : :; a_k) | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ (1 ⩽ a_1 ¡ : : : ¡ a_k ⩽ n), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÛÅÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ V , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃÁÍ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ a_1; : : :; a_k, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ V ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ n − k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_j ÄÌÑ j, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÍÕÌØÔÉ- ÉÎÄÅËÓ a). óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ V ∈ U_a, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ k × k-ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ a_1; : : :; a_k, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. õ ÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑ kn − k^2 = k(n − k) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅ- ÒÁÍÉ a_1; : : :; a_k; ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V ÎÁÂÏÒ ÜÔÉÈ k(n − k) ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’_a : U_a → R^{k(n−k)}:

ïÂSSÑŒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ U_a ⊂ G(k; n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á ’_a | ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ (É ÄÁÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ G(k; n) ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ a ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ’_a(W ∩ U_a) ÏÔËÒÙÔÏ Œ R^n.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ G(1; n) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ RP^{n−1}. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G(k; n) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ; ÔÁË ËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ G(k; n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n − k).

ëÁË É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, G(k; n) ËÏÍÐÁËÔÎÏ. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (e_1; : : :; e_k) ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ e_j ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ; ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÏÎÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ûÔÉÆÅÌÑ), É ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z → G(k; n), ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÁÂÏÒÕ (e_1; : : :; e_k) ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^n, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÕÀ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÏ ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.2. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É p ∈ X. ëÒÉ- ŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c: (−”; ”) → X, ÞÔÏ c(0) = p (ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 Õ ÒÁÚÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ).

äŒÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ c_1 É c_2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ X,

U ∋ x É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ ’: U → V ⊂ R^{dimX} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (’ ∘ c_1)^′(0) = (’ ∘ c_2)^′(0).

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÒÉŒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄ- ÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ c_1 É c_2 | ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, É ÅÓÌÉ ÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ ’, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p, ÉÍÅÅÍ (’ ∘ c_1)^′(0) = (’ ∘ c_2)^′(0), ÔÏ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒ- ÔÙ , ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( ∘ c_1)^′(0) = ( ∘ c_2)^′(0), ÔÁË ËÁË ’ ∘ c_i É ∘ c_i ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.3. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ- ŒÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p.

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ p ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ T_pX, Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ Œ ÔÏÞ- ËÅ p.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.4. åÓÌÉ X É Y | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(p): T_pX → T_{f (p)}Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ c: (−”; ”) → X Œ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ f ∘ c: (−”; ”) → Y .

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÕÄÏÓÔÏŒÅÒÉÔØÓÑ Œ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉŒÙÅ c_1 É c_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ É ËÒÉŒÙÅ f ∘ c_1 É f ∘ c_2). üÔÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÑŒÌÑ- ÀÝÅÅÓÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.7), ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.5. ðÕÓÔØ X, Y É Z | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, f : X → Y É g : Y → Z | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É p ∈ X. ôÏÇÄÁ (g ∘ f)^′(p) = g^′(f(p)) ∘ f^′(p).

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pX ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R^n, ÇÄÅ n = dim X. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ

’: U → R^n | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ (ÚÄÅÓØ U ∋ p | ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ); ÔÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_pX ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎ ËÒÉŒÏÊ c: (−”; ”) → R^n, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ∘ c: (−”; ”) → R^n, ÂÕÄÕÞÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ R Œ R^n, ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 ∈ R; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÞÅÒÅÚ ø_{U;’}(v) ∈ R^n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (a_1; : : :; a_n) ∈ R^n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ø_{U;’}(v), ÇÄÅ v | ÜÌÅÍÅÎÔ T_pX, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÊ ËÒÉŒÏÊ t → ’^{−1}(a_1t; : : :; a_nt), ÇÄÅ ’ | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ, ÔÁË ÞÔÏ ø_{U;’} : T_pX → R^n | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

åÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ U É ’ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔØÀ V ∋ p Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ : V → R^n, ÔÏ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

ø_{V;}(v) = f^′_{U V} (ø_{U;’}(v)); (25.1)

ÇÄÅ f_{U V} | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÅ (U; ’) É (V; ).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ T_pX ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ v; w ∈ T_pX, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁÚÏŒÅÍ ÔÁËÏÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ w ∈ T_pX, ÞÔÏ ø_{U;’}(w) = ø_{U;’}(u) + ø_{U;’}(v); ÅÓÌÉ v ∈ T_pX É ˘ ∈ R, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ˘v ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ T_pX, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ø_{U;’}(w) = ˘ · ø_{U;’}(v). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (25.1) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ U É ’.

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ 25.6. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ T_pX É R^n, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xX ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x ∈ X.

ôÅÐÅÒØ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, x ∈ X, y = f(x) ∈ Y . ðÏÌÏÖÉÍ dim X = m, dim Y = n. œÙÂÅÒÅÍ Œ X ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ’, Á Œ Y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ y Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ . õÍÅÎØÛÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(U) ⊂ V . ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f = ∘f ∘’^{−1} ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

(x_1; : : :; x_m) → (f_1(x_1; : : :; x_m); : : :; f_n(x_1; : : :; x_m)):

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_xX ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÒÉŒÏÊ c: (−”; ”) → U ⊂ X, É ÐÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ∘ c: (−”; ”) → R^m ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ t → (fl_1(t); : : :; fl_m(t)). ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

ø_{U;’}(v) = (fl^′_1(0); : : :; fl^′_m(0))

É ø_{V;}(Df(x)(v)) = = (@f_1(fl_1(t); : : :; fl_m(t)) @t ; : : :;

@f_n(fl_1(t); : : :; fl_m(t)) @t ) = = (∑ @f_1

@x_i fl^′_i(0); : : :;

∑ @f_n @x_i fl^′_i(0) )

(ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ ’(x)). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ø_{V;}(f^′(x)(v)) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ø_{U;’}(v) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ∘ f ∘ ’^{−1}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÊ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÌÅËÃÉÉ 17.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒŒÅ- ÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ C^∞-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n − k) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ G(k; n), ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ k-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^n. åÓ- ÌÉ ff ∈ G(k; n), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ k- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ R^n ÞÅÒÅÚ V_ff (ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÚÁÐÉÓÅÊ ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ v ∈ ff ∈ G(k; n)).

éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÜÔÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.7. ðÕÓÔØ G(k; n) | ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ k-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^n É ff ∈ G(k; n). ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ T_ffG(k; n) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ Hom(V_ff; R^n=V_ff).

œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ Œ ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏĄ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ T_ffG(k; n) É Hom(V_ff; R^n=V_ff) ÓÁÍÏÏÞÅŒÉÄÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k(n − k). þÔÏÂÙ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ŒÉÄÉÍÏ, ŒŒÅ- ÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÉ ÐÌÁÎÙ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ. îÅ- ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÖÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂ ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÅÌ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÌÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕË- ÔÕÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÁÚÉÓÏŒ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ). óÒ. ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ 25.6: ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ŒÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅÔ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ T_ffG(k; n) Œ Hom(V_ff; R^n=V_ff), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ).

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÛÅÍ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ G(k; n) Œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: (−”; ”) → (R^n)^k, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÅÅ ÞÉÓÌÏ t Œ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (e_1)(t); : : :; (e_k)(t). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ (e_1)(t); : : :; (e_k)(t) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ t É ÞÔÏ ËÁ- ÖÄÏÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ t → (e_j )(t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.

œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff(t) ∈ G(k; n) ÔÏÞËÕ ÇÒÁÓÓÍÁ- ÎÉÁÎÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (e_1)(t); : : :; (e_k)(t); ÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t → ff(t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ÇÒÁÍÓÓÍÁÎÉÁÎÅ É ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÉÁÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅŒÅÒÎÙ, ÔÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÐÅÒÅÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÇÒÁÓÓÁÍÎÉÁÎÅ!).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÌÏËÁÌØ- ÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ˘ ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ a. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÎÁÂÏÒ (e_1)(t); : : :; (e_k)(t) Œ ŒÉÄÅ k × n-ÍÁÔÒÉÃÙ M(t); ÐÕÓÔØ A(t) | ÅÅ k × k- ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÍÕÌØÔÉÉÎ- ÄÅËÓ a. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ t → A(t)^{−1}M(t) ÚÁÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÁ Œ G(k; n), ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘, É ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØ- ÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ff(t), ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÎÅ ŒÓÅÍÉ) ÍÁÔÒÉÃÙ A_(t)^{−1}M(t), ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ t. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ c: (−”; ”) → G = G(k; n) | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ; ÕÍÅÎØÛÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ”, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ c( (−”; ”) ) ⊂ U_a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ a. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c | ÜÔÏ k × n-ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ t, Á ÓÔÒÏËÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t; ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÓÔÒÏËÉ ÞÅÒÅÚ (e_1)(t); : : :; (e_k)(t), É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÛÁ ËÒÉŒÁÑ ˘ ÐÒÉ t = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞ- ËÕ ff ∈ G(k; n); ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_1(0); : : :; e_k(0) ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_ff ⊂ R^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ’: V_ff → R^n=V_ff, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ:

˘_1e_1(0) + : : : + ˘_ke_k(0) → (˘_1e^′_1(0) + : : : + ˘_ke^′_k(0)) mod V_ff: (25.2)

(ÛÔÒÉÈÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ t).

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÒÅÐÅÒÏŒ e_1(t); : : :; e_k(t), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ËÒÉŒÕÀ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-

ÌÅ, ÐÕÓÔØ ÔÁ ÖÅ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÒÅÐÅÒÏŒ f_1(t); : : :; f_k(t); ÔÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: (−”; ”) → GL_k(R), ÞÔÏ e(t) = A(t)f(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ GL_k(R) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ k × k-ÍÁÔÒÉÃ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ).

ðÏÌÏÖÉÍ A(t) = ‖a_{ij} (t)‖. ôÏÇÄÁ

e^′_i(0) = ∑ a^′_{ij} (0)f_j (0) + ∑ a_{ij} (0)f^′_j (0) ≡ ∑ a_{ij} (0)f^′_j(0) mod V_ff: (25.3)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ v = ∑ ˘_ie_i(0) ∈ V_ff. åÓÌÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÂÁÚÉÓÏŒ e_i(t), ÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ ∑ ˘_ie^′_i(0) mod V_ff; ÅÓÌÉ ÖÅ ÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ f_i(t), ÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ v = ∑ a_{ij} (0)˘_if_j (0), ÉÍÅÅÍ ŒŒÉÄÕ (25.3): v → ∑ a_{ij} (0)˘_if^′_j (0) mod V_ff = ∑ ˘_ie^′_i(0) mod V_ff;

ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (25.2).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ËÒÉŒÙÍ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ff, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ V_ff Œ R^n=V_ff. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ c_1 É c_2 | ÔÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ; ÕÍÅÎØÛÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÌÅÖÁÔ Œ ff ∈ U_a, ÇÄÅ a = (a_1; : : :; a_k) | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ. âÕÄÅÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^n Œ ŒÉÄÅ k × n-ÍÁÔÒÉÃ. œŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÎÎÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ËÒÉŒÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÒÅÐÅÒÏŒ ÎÁ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÝÉÈ k × n-ÍÁÔÒÉÃ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÈÏÄÑÔ Œ a, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÏÂÒÁÚÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^n, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ a, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R^n=V_ff; Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÏŒÔÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ŒÎÅ a, ÔÁË ÞÔÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÒÉŒÙÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÄÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÉÚ T_ffG(k; n) Œ Hom(V_ff; R^n=V_ff); ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ É ÓØÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙ; ŒŒÉÄÕ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.