ìÅËÃÉÑ 26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ

âÕÄÅÍ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÐÒ. ÉÍÅÀÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^∞, ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÏÓŒÏÂÏÖÄÁÀÔÓÑ ÏÔ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÏÇÏŒÏÒÏË; ÏÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÇÄÅ r ⩾ 1, ÂÕÄÅÔ C^r-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ËÌÁÓÓÁ C^∞.

íÙ ÄÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ). óÅÊ- ÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂSSÅËÔÁ, ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.1. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É p ∈ X. òÏÓÔ- ËÏÍ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÁÒ (f; U), ÇÄÅ U ∋ p | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ U, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÐÁÒÙ (f; U) É (g; V ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ U ∩ V , W ∋ p, ÞÔÏ f|_W = g|_W .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ R^n.

ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ v ∈ T_pX | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ËÒÉŒÏÊ c: (−”; ”) → X. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÅÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v : O_p → R, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f; U) → (f ∘ c)^′(0)

(ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÅÓØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (−”; ”) ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ c ŒÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ U, ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c ÎÁ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ c^{−1}(U) ⊂ (−”; ”); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D_v ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ÒÏÓÔËÕ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f Œ ÔÏÞËÅ p ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÅÊ ŒÅËÔÏÒ v.

ðÏÓËÏÌØËÕ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ T_pX, É ÜÌÅÍÅÎÔÙ O_{X;p} | ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ D_v ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÙ (f; U), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÜÔÏÔ ÒÏÓÔÏË, É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÍ.

éÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ dim X = n. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ X ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^n, Á ÒÏÓÔÏË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É p ∈ V . åÓÌÉ c: (−”; ”) → V | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ- ŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ t → (c_1(t); : : :; c_n(t)), É (f; U) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞ- ËÅ p, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ

(f ∘ c)^′(0) = n∑ i=1 c^′_i(0) · @f @x_i

(p): (26.1)

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÒÉŒÙÅ c É ~c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ c^′_i(0) = ~c^′_i(0) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (26.1) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v : O_x → R ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v, Á ÎÅ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÅÇÏ ËÒÉŒÏÊ.

œ ÆÏÒÍÕÌÅ (26.1) ÐÏÌÏÖÉÍ c^′_i(0) = a_i. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v ÚÁÐÉ- ÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ D_v : f → a_1 @f @x_1

+ : : : + a_n @f @x_n

: (26.2)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (a_1; : : :; a_n) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ Œ ÎÕÌÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉ- ŒÁÑ t → (a_1t; : : :; a_nt) ), É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ D_v (ÉÍÅÎÎÏ, a_i = D_v(x_i)), ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.2. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ n, x ∈ X, U ∋ x | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ’: U → V ⊂ R^n | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ É p = ’(x). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → D_v ÚÁ- ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë X Œ ÔÏÞ- ËÅ x É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ O_{X;x} Œ R, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f → ∑_n

i=1 a_i^{@(f ∘’−1)}_{@xi} (p), ÇÄÅ a_i ∈ R | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

óÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (26.2), ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ∑ a_i @ @x_i

. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÐÒÁŒÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ (26.2), ÞÔÏ ÍÙ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅ- ÍÅÎÉ É ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ.

éÔÁË, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ | ÜÔÏ ĂÔÏ, ÐÏ ÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÔØĄ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÔÏÞËÅ p ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ T_pX ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D = D_v ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

D(˘f + ¯g) = ˘D_v(f) + ¯D_v (g) ÅÓÌÉ ˘; ¯ ∈ R;

D(fg) = f(p) · D(g) + g(p) · f; D(˘) = 0; ÅÓÌÉ ˘ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

(26.3)

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 26.3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ O_p Œ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (26.3), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Der_R(O_p; R).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Der_R(O_p; R) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D_v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ T_pX. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ O_p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ m_p ⊂ O_p ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÏÓÔËÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ p. éÄÅÁÌ m_p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ O_p (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ É ŒÐÒÑÍØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ). ðÕÓÔØ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X; ÔÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ O_{X;p} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ËÏÌØÃÕ O_{V;o}, ÇÄÅ V ⊂ R^n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n É o ∈ R^n | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ O ŒÍÅÓÔÏ O_{V;o} É m ŒÍÅÓÔÏ m_{V;o}.

éÄÅÁÌ m ÓÏÄÅÒÖÉÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÏÓÔËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ x_1; : : :; x_n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.4 (ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ). œ ËÏÌØÃÅ O ÉÄÅÁÌ m ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÓŒÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x_1; : : :; x_n (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ f ∈ m ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = g_1x_1 + : : : + g_nx_n, ÇÄÅ g_1; : : :; g_n | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ O).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÒÏÓÔÏË ÉÚ m ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÐÁÒÏÊ (f; U). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ¿ 0 ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B = {x ∈ R^n | ‖x‖ ⩽ r} ÓÏÄÅÒÖÉÔ- ÓÑ Œ U. ðÏÓËÏÌØËÕ f(0) = 0, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x) =

∫_1 0 d dt f(tx_1; : : :; tx_n) dt = n∑ i=1 x_i ·

∫_1 0 @f @x_i

(tx) dt:

ðÏÌÏÖÉÍ g_i(x) =

∫_1 0 @f @x_i

(tx) dt. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ g_i ÇÌÁÄËÉ (ËÌÁÓÓÁ C^∞) ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ B, Ô. Å. ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ; ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÐÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÕÊÔÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÒÑÄÅ ÄÌÑ f.)

ðÕÓÔØ O_p | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ p. þÅÒÅÚ m^2_p ⊂ m_p ⊂ O_p ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ, ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ O_p, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ f_1g_1 + : : : + f_mg_m, ÇÄÅ ŒÓÅ f_i É g_i ÌÅÖÁÔ Œ m_p (ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ É m_p, É m^2_p ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄ R, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ m_p=m^2_p, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (m_p=m^2_p)^∗.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.5. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, p ∈ X. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_pX, (m_p=m^2_p)^∗ É Der_R(O_p; R) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

óÌÏŒÏ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏĄ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏ- ÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Der_R(O_p; R) É (m_p=m^2_p)^∗. üÔÏ | ÞÉÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ D : O_p → R | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Der_R(O_p; R). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ m^2_p ⊂ O_p. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f; g ∈ m_p, ÔÏ D(fg) = g(p)D(f) + f(p)D(g) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(p) = g(p) = 0. ïÇÒÁÎÉ- ÞÉÍ D ÎÁ m_p ⊂ O_p | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ m_p; ÐÏÓËÏÌØËÕ, Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ m^2_p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ m_p=m^2_p, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (m_p=m^2_p)^∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÞÅÒÅÚ i(D); ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ i: Der_R(O_x; R) → (m_p=m^2_p)^∗. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ¸ ∈ (m_p=m^2_p)^∗. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ¸ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ m_p, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ m^2_p. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ D(¸): O_p → R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ D(¸): f → ¸(f − f(p)) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f −f(p) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D(¸) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (26.3) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÅÖÉÔ Œ Der_R(O_p; R). œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (ĂÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁĄ):

D(¸)(fg) = ¸(fg − f(p)g(p)) =

= ¸( (f − f(p))(g − g(p)) + f(p)(g − g(p)) + g(p)(f − f(p)) ) = = ¸( (f − f(p))(g − g(p)) + f(p)¸(g − g(p)) + g(p)¸(f − f(p) ) = = f(p)D(¸)(g) + g(p)D(¸)(f)

(ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (f − f(p))(g − g(p)) ∈ m^2_p). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ i É D ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ; ÜÔÏ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ T_pX É Der_R(O_p; R). ôÕÔ ÎÁÍ ÕÖÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 26.2 ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → D_v, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ T_pX Œ Der_R(O_p; R), É ÄÁÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÅÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆ- ÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Der_R(O_p; R) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D_v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v), ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÍÉ; ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÍÏÖÎÏ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n É p = o | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ D ∈ Der_R(O; R). œ ÓÉÌÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (26.3) ÉÍÅÅÍ D(f) = D(f −f(o)); ÚÁÐÉÛÅÍ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ, f −f(o) = ∑ x_ig_i. âÅÒÑ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ g_i(o) =^{@f}_{@xi} (o). ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ:

Df = D(f − f(o)) = ∑ D(x_ig_i) = ∑ (x_i(o)D(g_i) + g_i(o)D(x_i)) = = ∑ D(x_i)g_i(o) = ∑ D(x_i) · @f @x_i

(o):

ðÏÌÁÇÁÑ D(x_i) = a_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ D = D_v, ÇÄÅ v = ∑ a_i^@_{@xi} , ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÔÏÉÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ÐÕÓÔØ p ∈ X É q = f(p) ∈ Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ f^∗ : O_{Y;q} → O_{X;p}, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: ÒÏÓÔËÕ ÉÚ O_{Y;q}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍÕ ÐÁÒÏÊ (h; U), ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÒÏÓÔÏË ÉÚ O_{X;p}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÁÒÏÊ (h∘f; f^{−1}(U)) (ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÎ- ÃÉÐ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ). äÁÌÅÅ, f^∗(m_q) ⊂ m_p (ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ h ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ q = f(p), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ h ∘ f

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ p). ðÏÓËÏÌØËÕ f^∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÏÔ- ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^∗(m^2_q) ⊂ m^2_p. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ ÉÎÄÕ- ÃÉÒÕÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m_q=m^2_q → m_p=m^2_p. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T_pf : (m_p=m^2_p)^∗ → (m_q=m^2_q)^∗. ëÁË ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 26.5, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (m_p=m^2_p)^∗ É (m_q=m^2_q)^∗ ÓÕÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_pX É T_qY . ôÁË ŒÏÔ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T_pf | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÎÁËÏÍÁÑ ÎÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f Œ ÔÏÞËÅ p. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.6. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 26.5 ÞÅÒÅÚ ff_p : T_pX → (m_p=m^2_p)^∗ É ff_q : T_qY → (m_q=m^2_p)^∗, ÔÏ ÎÉÖÅ- ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

T_pX^{ffp} �

f_∗ � (m_p=m^2_p)^∗

T_p f � T_qY^{ffq} � (m_q=m^2_q )^∗

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÌÅÖÉŒÁÎÉÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÌÕÞÛÅ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ: ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÕÓÉÄÞÉ- ŒÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ; ÐÏÒÁÂÏÔÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ó ÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ | ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. œÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v_p ∈ T_pX, ĂÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ pĄ.

ëÁË ÖÅ ÐÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÁÍ, ŒÚÑÔÙÍ Œ ËÁŒÙÞËÉ? ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ X | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ É ’: U → V ⊂ R^n | ÌÏ- ËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ n = dim X). ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ p = ’^{−1}(x_1; : : :; x_n), ÇÄÅ (x_1; : : :; x_n) ∈ V , ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

∑_n i=1 a_i^@_{@xi} ; ÚÎÁÞÉÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÁÞÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ U ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÜÔÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ Œ ŒÉÄÅ

∑_n i=1 a_i(x_1; : : :; x_n)^@_{@xi} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.7. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ p É ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ ’: U → V ⊂ R^n, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ Œ ŒÉÄÅ ∑_n

i=1 a_i(x_1; : : :; x_n)^@_{@xi} , ÆÕÎËÃÉÉ a_1; : : :; a_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÂÕÄÕÔ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ŒÉÄÅ

∑_n i=1 a_i^@_{@xi} , Œ ÌÀÂÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ ’_1 : U → V_1 É ’_2 : U → V_2. åÓÌÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ (x_1; : : :; x_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÔÏÍ R^n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ V_1, É ÞÅÒÅÚ (y_1; : : :; y_n) | Œ ÔÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ U_2, ÔÏ ĂÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁĄ = ’_1 ∘ ’^{−1}_2 : U_2 → U_1 ÚÁÄÁÅÔ (x_1; : : :; x_n) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ (y_1; : : :; y_n). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Œ y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÐÉÓÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∑ b_i^@_{@yi} , ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÍ (ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ∑ i b_i(y_1; : : :; y_n) @f @y_i = ∑ i b_i(y_1; : : :; y_n) ∑ j @f @x_j

@x_j @y_i = = ∑ j (∑ i b_i(y_1; : : :; y_n)

@x_j @y_i

) @f

@x_j = ∑ j a_j @f @x_j ;

ÇÄÅ a_j = ∑ i @x_j @y_i bi(y1; : : :; yn). œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÜÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

a∘ = Jb, ÇÄÅ J | ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ‖@x_j =@y_i‖. ðÏÓËÏÌØËÕ J | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÎÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ a_1; : : :; a_n ÇÌÁÄËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÉ b_1; : : :; b_n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ.

åÓÌÉ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ; ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.8. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ v(f), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ x → v_x(f_x), ÇÄÅ f_x ∈ O_x | ÒÏÓÔÏË ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x.

åÓÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ- ÓÑ Œ ŒÉÄÅ

∑_n

i=1 a_i(x_1; : : :; x_n)^@_{@xi} , ÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ v(f) =

∑_n i=1 a_i(x_1; : : :; x_n)^{@f}_{@xi} ; ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÇÌÁÄËÉ, ÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ v(f) ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏ- ÌÀ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÌÁÄËÉÅ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: O(X) | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.9. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f; g ∈ O(X), ˘; ¯ ∈ R, v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ X, ÔÏ

v(˘f + ¯g) = ˘v(f) + ¯v(g);

v(fg) = v(f) · g + f · v(g):

óŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 26.9, ÌÅÖÁÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.10. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ^7 É B ⊂ A | ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A → A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÄ B (ÇÏŒÏÒÑÔ ÅÝÅ: B-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A), ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ A É c ∈ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

D(f ± g) = D(f) ± D(g);

D(fg) = D(f) · g + f · D(g); D(c) = 0:

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ A ÎÁÄ B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Der_B (A).

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ D | ÜÎÄÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÌØÃÁ, ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ, Á ÔÒÅÔØÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄËÏÌØÃÁ B ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ËÏÎÓÔÁÎÔ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ D(˘f +¯g) = ˘D(f)+¯D(g), ËÁË ÔÏÌØËÏ ˘; ¯ ∈ B É f; g ∈ A. éÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ŒŒÅÄÅÎÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.9 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ŒÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ O(X) ÎÁÄ R (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ R ŒÌÏÖÅÎÏ Œ O(X) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.11. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D ∈ Der_R(O(X); R) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÎÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ v(f) = D(f) ÐÒÉ ŒÓÅÈ f ∈ O(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ.

7œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ŒÓÅÇÄÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊĄ, Á ĂÐÏÄËÏÌØ- ÃÏĄ | ĂÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÕĄ.

ìÅÍÍÁ 26.12. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, p ∈ U. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ⊂ U, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ p, É ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ O(X), ÞÔÏ supp f ⊂ U É f(x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. úÁÍÅÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ C^∞-ÆÕÎËÕÉÑ ’_a : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’_a(x) = 0 ÐÒÉ x ⩽ 0 É ’_a(x) = 1 ÐÒÉ x ⩾ a. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ _1 | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ C^∞-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ (0; +∞) (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1). ðÏÌÏÖÉÍ _1(x) =

∫_x −∞ (t)dt; ÔÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’_a ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ _1 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

åÓÌÉ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, ÔÏ ÐÕÓÔØ B | ÚÁÍËÎÔÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ p, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U, É ¯: R^n → R | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^∞, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ B; ÐÏÌÏÖÉÍ a = ¯(p)=2; ÅÓÌÉ ’_a | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 26.12, ÔÏ ’_a ∘ ¯ | ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÁËÔÅÎ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ B. œ ÏÂÀ- ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÕÍÅÎØÛÁÑ, ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ ŒŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, ÉÍÅÀÝÁÑ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÐÒÏÄÁÌÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ŒÓÅ X ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ C^∞-ÆÕÎËÃÉÅÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.13. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ O_p, ÇÄÅ p | ÔÏÞËÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄ- ËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ O_p ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÐÁ- ÒÏÊ (f; U) É h ∈ O(X) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÁ- ÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ. æÕÎËÃÉÑ

F (x) = { f(x)h(x); x ∈ U; 0; x =∈ U

ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ X É ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÒÏÓÔÏË Œ p, ÞÔÏ É f.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ D ∈ Der_R(O(X)). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ p ∈ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ v_p ∈ Der_R(O_p; R) ÔÁË: ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ O_p ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ, ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 26.13, ÒÏÓÔËÏÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O(X), ÐÏÌÏÖÉÍ v_p(f) = D(f)(p). õÓÌÏŒÉÑ (26.3) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ, ÎÏ

ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ v_p ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ D(f)(p) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞ- ËÅ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ D(f)(p) = 0, ÅÓÌÉ f ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ∋ p. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ h | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ- ÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 26.12; ÔÏÇÄÁ fh = 0, É ÉÍÅÅÍ 0 = D(fh) = D(f) · h + f · D(h); ÂÅÒÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 = D(f)(p) · h(p) = D(f)(p), ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ D ∈ Der_R(O(X)) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ {v_p}_{p∈X} . ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ p; ÜÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁ- ÅÔÓÑ (ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) Œ ŒÉÄÅ ∑ a_i(x_1; : : :; x_n)^@_{@xi} ; ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÇÌÁÄËÉ. åÓÌÉ ÂÙ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ x_i ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÌÉÓØ ÄÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ŒÓÅÍ X, ÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ- ÞÅÇÏ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÂÙ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÌÉ ÐÒÁŒÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ D(x_i) = a_i ∈ O(X), É ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁ- ËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.13. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ~x_1; : : :; ~x_n, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅÓÑ ÄÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ŒÓÅÍ X É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó x_1; : : :; x_n Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_1 ∋ p. ôÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÉ D(~x_i) ÇÌÁÄËÉ ÎÁ ŒÓÅÍ X, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ Ó D(~x_i) ∈ O(X) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U_1 ∋ p É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÇÌÁÄËÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. òÁÚ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÇÌÁÄËÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U, ÏÎÉ ÇÌÁÄËÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ R-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ O_X ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ; ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÎÉ- ÐÕÌÑÃÉÉ. œÏÔ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÄŒÕÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ E_1 É E_2 ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [E_1; E_2]: x → E_1(E_2(x)) − E_2(E_1(x)).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.14. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, B ⊂ A | ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ. åÓÌÉ D_1 É D_2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÄ B, ÔÏ É ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D_1; D_2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ A ÎÁÄ B.

âÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ, ÄÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ. äÁŒÁÊÔÅ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÎ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÈ.

ðÕÓÔØ v_1 = ∑ a_i(x)^@_{@xi} , v_2 = ∑ b_i(x)^@_{@xi} . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÈ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ v_1(v_2(f)):

v_1(v_2(f)) = v_1 (∑ b_i(x) @f @x_i ) = ∑ i v_1(b_i) · @f @x_i

+ b_i · v_1

( @f @x_i ) = = ∑ i;k a_k

@b_i @x_k @f @x_i + ∑ i;k b_ia_k

@^2f @x_i@x_k : ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ v_2(v_1(f)) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÔÏÌØ- ËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÂÕËŒÙ a É b, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ Œ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÔÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ŒÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ!). œÙÞÉÔÁÑ ÜÔÉ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó^{@f}_{@xi} Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

v_1(v_2(f)) − v_2(v_1(f)) = ∑ i (∑ k a_k

@b_i @x_k

− b_k

@a_i @x_k

) @f @x_i : óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: [∑ a_i @ @x_i ; ∑ b_i @ @x_i ] = ∑ i (∑ k a_k

@b_i @x_k

− b_k

@a_i @x_k ) @ @x_i

: (26.4)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.15. åÓÌÉ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É B ⊂ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ D_i ∈ Der_B(A) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: [D_1 ± D_2; D_3] = [D_1; D_3] ± [D_2; D_3];

[D_1; D_2] = −[D_2; D_1];

[[D_1; D_2]; D_3] + [[D_2; D_3]; D_1] + [[D_3; D_1]; D_2] = 0: (26.5)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ D_1, D_2 É D_3 | ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÓŒÏÄÑÝÅÅÓÑ Ë ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÅ, ÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ (26.5) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ñËÏÂÉ; Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 26.15 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ.