ìÅËÃÉÑ 27. æÁÚÏŒÙÅ ËÒÉŒÙÅ É ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ; ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.

œÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É Ô. Ð. ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ Ë ËÌÁÓÓÕ C^∞; Œ ËÏÎÃÅ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.1. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. æÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ’: I → R, ÇÄÅ I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ t ∈ I ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’^′(t)(^d_{dt} ) = v(’(t)).

éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: I → R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ I ËÒÉŒÁÑ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v(’(t)).

úÁÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂÂÙÔØ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊĄ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ U ⊂ R^n ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v = ∑ i v_i^@_{@xi} . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: I → U, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ t → (’_1(t); : : :; ’_n(t)), ÂÕÄÅÔ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ d’_i=dt = v_i(’_1(t); : : :; ’_n(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÔÁËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

’^′_1(t) = f_1(’_1(t); : : :; ’_n(t)); : : :’^′_n(t) = f_n(’_1(t); : : :; ’_n(t)): (27.1)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ (ÌÅËÃÉÑ 21), ÐÒÁŒÁÑ ÞÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t; ÔÁËÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁŒÔÏÎÏÍÎÙÍÉ.

éÚ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÏŒ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÈ Œ ÌÅËÃÉÉ 21, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉ- ŒÁÑ É ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ËÒÉŒÙÅ ’_1 : I_1 → X É ’_2 : I_2 → X, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ t ∈ I_1 ∩ I_2, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÎÁ I_1 ∩ I_2.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÁÚÏŒÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÍÙ ŒÙ- ÄÅÌÉÍ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.2. åÓÌÉ ’: I → X | ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v, É ÅÓÌÉ ø ∈ R, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_1 : t → ’(t+ø) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÑ v.

ôÅÏÒÅÍÁ 21.1 ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ | ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I ⊂ R. îÁ ŒÓÅ R ÏÎÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ R ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ x^2(d=dx), ÓÉÒÅÞØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^′ = x^2, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ’, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’(0) = a ¿ 0, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ t → a=(1 − at), É ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (−∞; 1=a): ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÎÏ ĂÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÓÔØĄ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÁËÏÊ ÕÈÏÄ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.3. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉ- ÔÅÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÏÌÑ v ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ R.

(îÏÓÉÔÅÌÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ | ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË- ÃÉÊ | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {x ∈ X | v(x) ≠ 0}.)

õÓÌÏŒÉÀ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÏÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÉ- ÄÁ (27.1), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n. éÚ ÌÅÍÍÙ 21.6 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B_r ⊂ U | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x_0, É ÅÓÌÉ M = sup_{x∈Br} ‖v(x)‖, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ x_0 ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÄÌÉÎÏÊ 2r=M, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ x_0 (ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x_0 ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ, ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ Œ B_r). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x_0 ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x_0 É ÞÉÓÌÏ ”_V ¿ 0, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ x ∈ V ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÄÌÉÎÏÊ ”_V , ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ x. ôÁË ËÁË ÎÏÓÉÔÅÌØ ÐÏÌÑ v ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÅÇÏ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ” ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ”_V , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ. ôÁË ËÁË ŒÓÑËÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ v(x) = 0, ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ R (ÉÂÏ ÜÔÁ ĂËÒÉŒÁÑĄ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ’: I → X, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ t_0 ∈ I, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ I ∪ (t_0 − ”; t_0 + ”). ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÎÁ ŒÓÅ R ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÓÀÄÁ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ. îÁ- ÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.4. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÄÎÏÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G: R × X → X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

(1) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ R ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g_t : X → X, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g_t(x) = G(t; x), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

(2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ t_1; t_2 ∈ R ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_{t1+t2} = g_{t1} ∘ g_{t2} .

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, R (ËÁË ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ X ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ; ÕÓÌÏŒÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ g_t ĂÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔĄ ÏÔ ÞÉÓÌÁ t.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.5. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË G: R × X → X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t → g_t(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÑ v.

(îÅÓËÏÌØËÏ ÏÇÒÕÂÌÑÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ RÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÁÚÏŒÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÉ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÍ G(t; x) = g_t(x) = ’(t), ÇÄÅ ’: R → X | ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’(0) = x. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_1 : t → ’(t_1 + t) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁÚÏ- ŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’_1(0) = g_{t1} (x), ÉÍÅÅÍ g_{t1+t2} (x) = g_{t2} (g_{t1} (x)), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ R ÎÁ X. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ G ÇÌÁÄËÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ; ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ: á. ëÁÒÔÁÎ. ĂäÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙĄ. í.: íÉÒ, 1971 ÉÌÉ œ. é. áÒÎÏÌØÄ. ĂïÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑĄ (ÌÀ- ÂÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 27.6. åÓÌÉ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ É ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÐÏÔÏËÁÍÉ ÎÁ X.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 27.6 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÌÑ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Ó ÖÅÌÁÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

åÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÆÁ- ÚÏŒÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÁ ŒÓÅ R, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÁÚÏŒÙÊ

ÐÏÔÏË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÓÕÒÒÏÇÁÔ: ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.7. åÓÌÉ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É x ∈ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G: (−”; ”) × U → X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ: (1) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ’: (−”; ”) → X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’(0) = p;

(2) ÅÓÌÉ ’ | ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (1), ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ (−”; ”) ÉÍÅÅÍ ’(t) = G(t; p) = g_t(p);

(3) ÅÓÌÉ |t_1| ¡ ”, |t_2| ¡ ” É |t_1 + t_2| ¡ ”, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ∈ U ÉÍÅÅÍ g_{t1+t2} (p) = g_{t2} (g_{t1} (p)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÑŒÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. éÍÅÎÎÏ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÍÅÒÑÅÔ, Œ ËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ (ÌÏËÁÌØ- ÎÙÅ) ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.8. ðÕÓÔØ v É w | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n, {g_t} É {h_t} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ðÏÌÏÖÉÍ z = [w; v], É ÐÕÓÔØ {f_t} | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÌÀ z. ôÏÇÄÁ

g_sh_t(g_s)^{−1}h^{−1}_t (p) = f_{st}(p) + o(s^2 + t^2) ÐÒÉ s; t → 0,

ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ o ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÐÏÔÏ- ËÁÍÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ-

ŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË {g_t} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÀ ∑ v_i @ @x_i

; ÍÙ ÐÉÛÅÍ v ŒÍÅ-

ÓÔÏ (v_1; : : :; v_n)):

g_t(q) = q + tv(q) + o(t);

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ o Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏ q, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ:

g_sh_tg_{−s}h_{−t}(p) = p + st (∑ j ( @v_i

@x_j w_j −

@w_i @x_j v_j )) + o(s^2 + t^2): (27.2) ðÏÌÏÖÉÍ ’(s; t) = g_sh_t(g_s)^{−1}h^{−1}_t (p). æÏÒÍÕÌÁ (27.2), ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ Œ ÎÕÌÅ. ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ’(s; 0) = ’(0; t) = p ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ s É t. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÒÑÄÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ’ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ s ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ t. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ’ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ, Á Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó st; ÞÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÔÉ ÏÄÉÎ n-ÍÅÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ-ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ st. œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ÌÏÂ ÓÞÉÔÁÔØ @^2’=@s@t, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÔÁË, ËÁË Œ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁ- ÑÈ ŒÓÅ É ÄÅÌÁÀÔ: ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÒÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÏÄÉÎ Œ ÄÒÕÇÏÊ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÓÈÏÄÉÌÉÓØ Ë ÎÁÛÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. ðÉÓÁÎÉÎÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ, Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ŒÅÒÎÙÅ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 2 ÎÁÄÏ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÙÐÉÓÁÔØ, Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ¿ 2 ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÔØ (ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÎÉ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÀÔ). óÐÅÃÉÆÉËÁ ÎÁÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ: ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÔØ É ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó s^2 ÉÌÉ t^2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÈÏÄÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁÔØ ÌÉÂÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÂÏÌØÛÅÊ 2, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÏÔÂÒÏ- ÓÉÍ, ÌÉÂÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó s^2 ÉÌÉ t^2, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ Œ ÉÔÏÇÅ ÏÎÉ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ.

éÍÅÑ ŒÓÅ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÕ, ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ŒÙËÌÁÄËÁÍ:

h_{−t}(p) = p − tw(p) + O(t^2) = p − tw(p)

(ÍÙ ÏÔÂÒÏÓÉÌÉ O(t^2), ËÁË É ÏÂÅÝÁÌÉ);

g_{−s}h_{−t}(p) = p−tw(p)−sv(p−tw(p)) = p−tw(p)−s ( v(p) − t

∑ @v @x_j w_j ) = = p − tw(p) − sv(p) + st

∑ @v @x_j w_j

(ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ Ë v; ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓËÏÂËÁÈ ÏÐÑÔØ ÏÔ- ÂÒÏÛÅÎÏ O(t^2)). äÁÌÅÅ,

h_tg_{−s}h_{−t}(p) = p − tw(p) − sv(p) + st

∑ @v @x_j w_j + tw(p − tw(p) − sv(p)) =

(ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓËÏÂËÁÈ ÓÒÁÚÕ ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó st)

= p − tw(p) − sv(p) + st

∑ @v @x_j w_j + tw(p) + t^2(: : :) −

− st

∑ @w @x_j v_j + tO(s^2 + t^2) =

= p − sv(p) + st ∑ ( @v @x_j w_j −

∑ @w @x_j v_j )

C :

îÁËÏÎÅÃ,

g_sh_tg_{−s}h_{−t}(p) = p − sv(p) + stC + sv(p − sv(p) + stC) + O(s^2) = = p − sv(p) + stC + sv(p) − s^2(: : :) + s^2tC(: : :) + (: : :) =

= p + st ∑ ( @v @x_j w_j −

∑ @w @x_j v_j ) + O(s^2 + t^2):

äÏËÁÚÁÅÔÌØÓÔŒÏ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

õ ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.8 ÅÓÔØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.9. åÓÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ (ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ) ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ: ÐÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, v É w | ÔÁËÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ X, ÞÔÏ [v; w] = 0. åÓÌÉ {g_t} É {h_t} | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÌÑÍ v É w, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ s É t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_s É h_t ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_s ∘ h_t = h_t ∘ g_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (g_{s=N} )^N = g_s, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ g_{s=N} É h_{t=N} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ∈ N. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ g_s É h_t ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÔ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ X | ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n.

þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g_s(h_t(p)) = h_t(g_s(p)), ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ÃÅÌÙÍ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ k. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ q ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

‖g_{s=k}(h_{t=k}(p)) − h_{t=k}(g_{s=k}(p))‖ = o(1=k^2) ÐÒÉ k → ∞, (27.3)

ÐÒÉÞÅÍ o ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ q. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ

g_sh_t = g_{s=k} : : :g_{s=k} k h_{t=k} : : : h_{t=k} k (p)

Ë h_tg_s = h_{t=k} : : : h_{t=k} k g_{s=k} : : : g_{s=k} k (p);

ÎÁÄÏ k^2 ÒÁÚ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ g_{s=k} É h_{t=k}. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖g_s(h_t(p)) − h_t(g_s(p))‖ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊ k^2 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ o(1=k^2) ŒŒÉÄÕ (27.3). õÓÔÒÅÍÌÑÑ k Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÁ C^r Ó ÌÀÂÙÍ r ⩾ 2; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ ÂÕÄÕÔ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏÖÅ ÉÍÅÔØ ÇÌÁÄËÏÓÔØ C^r.