ìÅËÃÉÑ 29. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÂÏÌÅÅ ÉÚÏÝÒÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÄÁÌÅËÉÍ É ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÏÌÉÄÎÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ: ÎÁÄÏ ÂÕÄÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ (ÜÔÉ ÏÂSSÅËÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁ- ÍÉ), Á ÚÁÔÅÍ | ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ (ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÉÌÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÃÅÐÉ, ÉÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ). îÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍ.

æÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.1. ðÕÓÔØ x ∈ X, ÇÄÅ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏ- ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë T_xX.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T^∗_x X (ÐÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ) ÉÌÉ ˙^1_{X;x}.

üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙ- ÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (Á ÉÎÏÇÄÁ | ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 (ÓÉÎÏÎÉÍÙ: 1-ÆÏÒÍÁ, ÐÆÁÆÆÏŒÁ ÆÏÒÍÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ !, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ !_x ∈ ˙^1_{X;x} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ !_x ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x.

œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÚSSÑÓÎÅÎÉÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Ă!_x ÇÌÁÄ- ËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ xĄ. ðÏÄ ÜÔÉÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ U ⊂ X | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_1; : : :; x_n; ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ @=@x_1; : : :; @=@x_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ T_xX; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dx_1; : : :; dx_n ÄÕÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ T^∗_x X | ÔÏÇÄÁ ÎÁ U ÆÏÒÍÁ ! ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∑ f_idx_i. ôÁË ŒÏÔ, ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÇÌÁÄËÉÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ y_1; : : :; y_n ÂÁÚÉÓ {@=@y_j } ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ {@=@x_j} ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÉÚ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÕÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓŒÑÚÁÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, Œ ËÁËÉÈ ÉÍÅÎÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÜÔÕ ÇÌÁÄËÏÓÔØ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˙^1(X). üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ O(X) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X: ÅÓÌÉ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X É ! ∈ ˙^1(X), ÔÏ ÆÏÒÍÁ f! ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (f!)_x = f(x)!_x.

œÁÖÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ 1-ÆÏÒÍ | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.3. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. åÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ df, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (df)_x ∈ T_xX ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ v → v(f), ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ O_{X;x} Œ R (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 26.3).

ðÒÉÍÅÒ 29.4. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (df)_x ÐÒÉ dx_i Œ ÂÁÚÉÓÅ ⟨dx_1; dx_2; : : :; dx_n⟩ ÒÁŒÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÄÅÊÓÔŒÉÑ^@_{@xi} ÎÁ f Œ ÔÏÞËÅ x, ÔÏ ÅÓÔØ (@f=@x_i)(x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

df = n∑ i=1 @f @x_i dx_i: (29.1)

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ŒÉÄÎÏ ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ dx_i ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x_i, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÐÉÓØ ! = ∑ f_idx_i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ.

äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÅÒÅÎ ÔÁËÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.5. åÓÌÉ f; g ∈ O(X), ÔÏ d(fg) = fdg + gdf.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ: ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ v ÌÅÖÉÔ Œ T_xX, ÔÏ

d(fg)_x(v) = v(fg) = f(x)v(g) + g(x)v(f) = (fdg + gdf)_x(v):

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ, ÎÅ ÍÕÄÒÓÔŒÕÑ ÌÕËÁŒÏ, ÐÒÏŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 29.6. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ, ÐÏÄÏÂÎÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÅÇËÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˙^1(X) ∼= Hom_{O(X)}(Vect(X); O(X)) (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ O(X)- ÍÏÄÕÌÅÊ; ÞÅÒÅÚ Vect(X) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ X, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË O(X)-ÍÏÄÕÌØ). âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ: ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ˙^1(X) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, ËÁË O(X)- ÍÏÄÕÌØ, ÍÏÄÕÌÀ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ df ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ f ∈ O(X) É ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

df = 0; ÅÓÌÉ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ; d(f + g) = df + dg ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ f; g ∈ O(X).

d(fg) = fdg + gdf ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ f; g ∈ O(X).

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÎÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÍ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.7. ðÕÓÔØ ’: X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ! | ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÎÁ Y . ôÏÇÄÁ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ ’^∗! ∈ ˙^1(Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(’^∗!)_x(v) = !_{’(x)}(f_∗v);

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ’_∗ : T_xX → T_{f (x)}Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ Œ ÔÏÞËÅ x.

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÚÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.8. ðÕÓÔØ ’: X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Y . ôÏÇÄÁ d(f ∘ ’) = ’^∗(df).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ: ÅÓÌÉ v ∈ T_xX, ÔÏ

d(f ∘ ’)_x(v) = v(f ∘ ’) = ’_∗v(f) = (df)_{f (x)}(’_∗v) = ’^∗(df)(v):

îÅÍÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÐÏÍÎÉÍ Œ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÆÏÒÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ðÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ! : V^m → k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ !(v_1; : : :; v_m) = 0, ËÁË ÔÏÌØËÏ v_i = v_j ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i ≠ j. åÓÌÉ char k ≠ 2, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ! ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V^k Œ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

⋀_k V^∗ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗).

åÓÌÉ dim V = n, ÔÏ dim

⋀_k V = (_n k ) É ⋀_k V = 0 ÐÒÉ k ¿ n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.9. ðÕÓÔØ ˘ ∈ ∧^k V^∗, ¯ ∈ ∧^mV^∗. œÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ- ÅÍ ˘ É ¯ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ∧ ¯ =∈ ∧^{k+m} V^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ŒÉÄÁ {1; 2; : : :; k + m} = S ⊔ T , ÇÄÅ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á T | ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ

(_{k+m} k ) ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ff ∈ A ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_¸ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T_¸ (Œ ÐÏÎÑÔÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ). ôÏÇÄÁ

(˘ ∧ ¯)(v_1; : : :; v_{k+m}) = ∑ ¸∈A ” · ˘(v_{s1} ; : : :; v_{sk} )¯(v_{t1} ; : : :; v_{tm} );

ÚÄÅÓØ s_1; : : :; s_k (ÓÏÏÔŒ. t_1; : : :; t_m) | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_¸ (ÓÏÏÔŒ. T_¸), ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÎÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÅ, Á ” | ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ s_1; : : :; s_k; t_1; : : :; t_m.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˘ ∧ ¯ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÊ ÎÁ S_¸ É T_¸.

ðÒÉÍÅÒ 29.10. åÓÌÉ ˘; ¯ ∈

⋀_2 V^∗, ÔÏ

(˘ ∧ ¯)(x; y; z; t) = ˘(x; y)¯(z; t) − ˘(x; z)¯(y; t) + ˘(z; t)¯(x; y) + + ˘(z; x)˘(y; t) + ˘(y; z)˘(x; t) − ˘(x; z)˘(y; t):

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ! ∈ ∧^lV^∗, ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ deg ! = l.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

äÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ: (˘_1 + ˘_2) ∧ ¯ = ˘_1 ∧ ¯ + ˘_2 ∧ ¯;

áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (! ∧ ˘) ∧ ¯ = ! ∧ (˘ ∧ ¯).

ëÏÓÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ˘ ∧ ¯ = (−1)^{deg – deg —}¯ ∧ ˘.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ˘_1; : : :; ˘_n ∈ V^∗ É v_1; : : :; v_Ì ∈ V , ÔÏ

(˘_1 ∧ : : : ∧ ˘_n)(v_1; : : :; v_n) = ∑ ff∈S_n

sign(œ)˘_1(v_{ff(1)}) : : :˘_n(v_{ff(n)});

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ sign(œ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ.

ðÕÓÔØ ⟨e^1; : : :; e^n⟩ | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , É ÐÕÓÔØ ⟨e_1; : : :; e_n⟩ | ÄÕÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗. ëÁÖÄÏÅ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ S ⊂ {1; 2; : : :; n} ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ S = {i_1; : : :; i_m}, ÇÄÅ i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_m. ðÏÌÏÖÉÍ e_S = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{im} ∈ ∧^mV^∗. ôÏÇÄÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ e_S , ÇÄÅ S ÐÒÏ- ÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ {1; 2; : : :; n}, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ∧^mV^∗.

æÏÒÍÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.11. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k (ÓÉÎÏÎÉÍ: k-ÆÏÒÍÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !_x ∈ ∧^kT^∗_{X;x} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ !_x ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˙^k(X). ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ˙^1(X), ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ O(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ˙^k(X) = 0 ÐÒÉ k ¿ dim X. íÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ˙^0(X) ŒÍÅÓÔÏ O(X).

œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ k-ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ! = ∑ S f_S dx_S ;

ÇÄÅ S ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ {1; 2; : : :; n}, É ÇÄÅ dx_S = dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , ÅÓÌÉ S = {i_1; : : :; i_k} É i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_k.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.12. ðÕÓÔØ ! ∈ ˙^k(X), ȷ ∈ ˙^l(X). ôÏÇÄÁ ŒÎÅÛ- ÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ! ∧ ȷ ∈ ˙^{k+l}(X), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(! ∧ ȷ)_x = !_x ∧ ȷ_x:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÚ ˙^0(X) × ˙^k (X) Œ ˙^k(X)).

äÌÑ ÆÏÒÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ 1-ÆÏÒÍ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.13. ðÕÓÔØ ’: X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ! ∈ ˙^k(X). ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÆÏÒÍÁ ’^∗! ∈ ˙^k(Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(’^∗!)_x(v_1; : : :; v_k) = !_{’(x)}(f_∗v_1; : : :; f_∗v_k ):

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ’_∗ : T_xX → T_{f (x)}Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ Œ ÔÏÞËÅ x.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (É ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.14. ðÕÓÔØ ’: X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ! É ȷ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ f^∗(! ∧ ȷ) = f^∗(!) ∧ f^∗(ȷ).

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ d^k : ˙^k(X) → ˙^{k+1}(X), ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d: O(X) = ˙^0(X) → ˙^1(X).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.15. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏ- ÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d^k_X : ˙^k (X) → ˙^{k+1}(X), ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÎÁ- ÂÏÒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ’: X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ

’^∗(d^k_Y !) = d^k_X (f^∗!). _éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

˙^{k+1}(X) ˙^{k+1}(Y )

’^∗�

˙^k(X)

d^k_X �

˙^{k+1}(Y )

’^∗ � d^k_Y �

îÏÒÍÉÒÏŒËÁ: d^0_X (f) = df ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ O(X) = ˙^0(X).

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: d^k_X (! ∧ ȷ) = d^k_X (!) ∧ ȷ + (−1)^{deg !}! ∧ d^k_X ȷ.

îÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ: d^{k+1}_X ∘ d^k_X = 0.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ d^i_X (ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É X), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 29.16. óÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 29.15 ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ d^k_X ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ; ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÐÕÓ- ËÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ X (ŒÓÅÇÄÁ), ÔÁË É ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ k (ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÇÄÁ). íÙ ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÔÓÔÕÐÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÎÅÛÎÅ- ÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

d(!_1∧: : :∧!_r) = (d!_1)∧!_2 : : :∧!_r+(−1)^{deg !1} !_1∧(d!_2)∧!_3∧: : : !_r+(−1)^{deg !1+deg !2} !_1∧!_2∧(d!_3)∧: : :∧!_r (29.2)

(ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ d ÐÅÒÅÓËÁËÉŒÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÕ !, ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌØ (−1)^{deg !}).

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ŒÌÏÖÅÎÉÀ i: U → X, ÇÄÅ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (d!)|_U = d(!|_U ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^k(X) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÐÑÔØ ÖÅ ŒŒÉ- ÄÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ŒÚÑÔÉÅ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÑŒÌÑÀÝÅ- ÇÏÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙ- ÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R^n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ R^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÈ ŒÉÄÁ fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ; ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (29.2) É ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÏÒÍÉÒÏŒ- ËÉ É ÎÕÌÅŒÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁ- ŒÅÎ df ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , ÇÄÅ df ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 29.3. üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ: ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÈ Œ R^n (ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ n). éÍÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n ŒÓÑËÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ) ÓÐÏÓÏÂÏÍ:

d(fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ) = df ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ;

ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

œÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÁ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ ! = fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , ȷ = gdx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} . ôÏÇÄÁ

! ∧ ȷ = fgdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} :

ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ:

d(! ∧ ȷ) = d(fg) ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} = = fdg ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} + + gdf ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} :

œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ d! ∧ ȷ, Á ÐÅÒŒÏÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ! ∧ dȷ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÔÁÝÉÔØ 1-ÆÏÒÍÕ dg ŒÌÅŒÏ ÞÅÒÅÚ k ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÏÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÅÊ dx_{i1} ; : : :; dx_{ik} ; Œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁ ! ∧ dȷ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ (−1)^k, ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ É ÓÌÅÄÕÅÔ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ d^2 = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ d(df) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (Ô. Å. 0-ÆÏÒÍÙ): Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

d(df) = ∑ i @f @x_i dx_i = ∑ i;j @^2f @x_i@x_j dx_i ∧ dx_j ;

É Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó dx_i ∧ dx_j É dx_j ∧ dx_i ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ŒŒÉ- ÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ! | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ; ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ! = fdg_1 ∧ : : : ∧ dg_k. ôÏÇÄÁ (ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÏÍ (29.2), ŒÅÒÎÙÍ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ŒÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ, É ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏÍ d^2 = 0 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ) ÉÍÅÅÍ

dd(fdg_1 ∧ : : : ∧ dg_k) = d(df ∧ dg_1 ∧ : : : ∧ dg_k) = 0:

îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.14), É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.8).

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ĂÒÁÓÛÉÒÑÔØ ÐÌÁÃÄÁÒÍĄ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ Œ R^n. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U ⊂ R^n, ÐÒÉÞÅÍ ’: V → U | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V ÐÏÌÏÖÉÍ (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÖÅÌÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ):

d! = ’^∗(d(’^{−1} ∗ !)):

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏ- ÒÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ h ∘ ’, ÇÄÅ h: U → U | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÉÍÅÅÍ

(h ∘ ’)^∗(d(h^{−1} ∘ ’^{−1})^∗!) = ’^∗ ∘ h^∗d(h^{−1∗} ∘ ’^{−1∗})! = = ’^∗ ∘ h^∗ ∘ h^{−1∗}(d(’^{−1} ∗ !)) = ’^∗(d(’^{−1} ∗ !))

(ÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÌÉ d É h^{−1∗} ŒŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ R^n). þÅÔÙÒÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ.

òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÕÓÔØ ! | ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ d! ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆ- ÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^n, ÐÏÌÏÖÉÍ ȷ_U = d(!|_U ); ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ȷ_U |_{U ∩V} = ȷ_V |_{U ∩V} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ U É V , ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ȷ_U ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ ȷ; ÐÏÌÏÖÉÍ ȷ = du.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ, Á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÍÙ ÉÈ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁ- ÎÏ.