ìÅËÃÉÑ 30. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍ ÐÏ ÃÅÐÑÍ

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ÔÅ Ăk-ÍÅÒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙĄ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.1. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ Œ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (U; ’), ÇÄÅ U ⊂ R^k | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ’: U → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÛÁ k-ÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’) ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ X ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, X = R^2, U = R, ’(t) = (t^2; t^3)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.2. ðÕÓÔØ (U; ’) | k-ÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X É ! ∈ ˙^k(X). ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ∫ U f dy_1 : : : dy_k, ÇÄÅ ’^∗! = fdy_1 ∧ · · · ∧ dy_k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ’:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.3. ðÕÓÔØ (U; ’) | k-ÍÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X É ÐÕÓÔØ : V → U | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ, ÇÄÅ V ⊂ R^k | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^k(X) ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ k-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ (U; ’) É (V; ’ ∘ ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ’^∗! = fdy_1 ∧ · · · ∧ dy_k. ôÏÇÄÁ (’ ∘ )^∗! = ^∗(’^∗!) = (f ∘ ) · J()dy_1 ∧ · · · ∧ dy_k , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∫ U f dy_1 : : :dy_k = ∫ V (f ∘ ) · J()dy_1 ∧ · · · ∧ dy_k; ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, J() ¿ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ V , ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ.

éÔÁË, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÎÁÛÉÍ Ăk-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍĄ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ (ĂÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀĄ). îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ĂÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉĄ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ; ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ 1-ÆÏÒÍÙ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, Ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ) ÔÏÞËÁ ÂÅÖÉÔ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ, ÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ (ĂÏÂÒÁÔÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀĄ), ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÓÍÅÎÉÔ ÚÎÁË ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÙÊ.

ôÅÐÅÒØ ÄÁÄÉÍ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ĂÔÅÏÒÅÍÙĄ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 30.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ: ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). ðÕÓÔØ V | k-ÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, É ÐÕÓÔØ @V | ÇÒÁÎÉÃÁ ÜÔÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ! ∈ ˙^{k−1}(X) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ @V ! = ∫ V d!: óÌÏŒÏ ĂÔÅÏÒÅÍÁĄ ÍÙ ŒÚÑÌÉ Œ ËÁŒÙÞËÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÇÒÁÎÉÃÙ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÔØ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. œÉÄÉÍÏ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 30.1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ k − 1-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. œÐÒÏÞÅÍ, ÎÉ- ËÔÏ Ë ÜÔÏÍÕ É ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ: ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅÏÄÏÌÅŒÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.1 ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ Õ ÏÂSSÅËÔÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÔÓÑ k-ÆÏÒÍÙ, ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÒÁÊ. ôÁËÉÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ ÐÏÎÑÔÉÑ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÇÌÁÄËÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØĄ, Á ÄÒÕÇÏÅ | ĂÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍĄ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄŒÅ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 30.4. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÅ ÔÅÏÒÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ.

óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ 30.5. ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^k É X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: M → X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ËÁËÏÅ- ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊃ M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÇÌÁÄËÉÍ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.6. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ k-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´_k ⊂ R^{k+1}, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÔÏÞÅË e_0; e_1; : : :; e_k, ÇÄÅ e_0 | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á e_i ÐÒÉ 1 ⩽ i ⩽ k | ÔÏÞËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÕÌÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.7. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÓÉÎ- ÇÕÌÑÒÎÙÍ k-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ Œ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏ- ÇÌÁÛÅÎÉÑ 30.5) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ : ´_k → X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 30.8. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒÏ ĂÇÌÁÄËÏÅĄ ÎÁ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅĄ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÉÍÅ- ÀÝÅÅ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. îÅÇÌÁÄËÉÅ ÓÉÎÇÕ-

ÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÔÁËÖÅ ÁËÔÉŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ, Á ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. þÁÓÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÐÒÏÓÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.9. ðÕÓÔØ œ | (ÇÌÁÄËÉÊ) k-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈ ˙^k(X). éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ (Int(´_k); œ|_{Int(�k )}) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 30.2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ∫ œ !.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ œ^∗! = fdy_1 ∧ · · · ∧ dy_k, ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´_n É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÁ.

óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ | ÜÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ ŒÒÏÄÅ ĂËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒĄ (ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ É Ô. Ä.) Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÙ ÐÏ ÜÔÉÍ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ; ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÆÉÇÕÒÁÍ, ÎÁÄÏ ÉÈ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅË- ÓÙ. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.10. k-ÍÅÒÎÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐØÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ k-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎ- ÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.11. ðÕÓÔØ œ = ∑ i œ_i | k-ÍÅÒÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈ ˙^k(X). éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÃÅÐÉ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ∫ œ ! = ∑ i n_i ∫ œ_i !.

íÙ ŒŒÅÌÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÃÅÐÉ ÒÁÄÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÔØ ÉÈ ÇÒÁÎÉÃÙ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.12. ðÕÓÔØ œ | k-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, É ÐÕÓÔØ i ∈ {0; 1; : : :; k}. i-ÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÓÉÎÇÕ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k − 1-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓ @_i(œ) = œ ∘ ø_i : ´_{k−1} → R^n, ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø_i : ´_{k−1} → ´ ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ e_0(´_{k−1}) Œ e_0(´_k),. . . , e_{i−1}(´_{k−1}) Œ e_{i−1}(´_k), e_i(´_{k−1}) Œ e_{i+1}(´_k),. . . , e_{k−1}(´_{k−1}) Œ e_k(´_k).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.13. çÒÁÎÉÃÅÊ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k − 1 ÍÅÒÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ

@œ = k∑ i=0 (−1)^i@_iœ:

çÒÁÎÉÃÅÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐÉ œ = ∑ n_iœ_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k − 1 ÍÅÒ- ÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ @œ = ∑ n_i@œ_i:

ë ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÇÒÁÎÉ- ÃÁ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÓÌÏÖÅÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ; ŒÏÐÒÏÓ Œ ÔÏÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÉÍ ÇÒÁÎÑÍ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÚÎÁËÉ. ïÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÔÕÔ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÏÒÍ, ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÓÕÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ) Œ X, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉ- ÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÛÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. åÓÌÉ s | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ {0; 1; : : :; k}, ÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ œ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÓ œ ∘ f_s, ÇÄÅ f_s : ´_k → ´_k | ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÊÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ s. åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÁ s ÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.3 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ œ ∘ f_s! = ∫ œ ! ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ! ∈ ˙^k(X); ÅÓÌÉ ÖÅ s | ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÔÏ ÑËÏÂÉÁÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f_s ÒÁŒÅÎ −1, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÅÍ ∫ œ ∘ f_s! = − ∫ œ ! = ∫ −œ ! (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.11). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ | ÜÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÒÑÄËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÞÅÔÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ, ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.

çÒÁÎÉÃÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ, ÒÁ- ÚÕÍÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÓÁÍÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. üÔÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÎÏÍÅÒ i (ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ, ËÒÏÍÅ i-ÏÊ | ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ 30.12) ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÔÏÂÙ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ŒÅÒ- ÛÉÎ ŒÓÅÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ĂÓÎÁÞÁÌÁ i-Ñ ŒÅÒÛÉÎÁ, ÚÁÔÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ i- ÏÊ ÇÒÁÎÉ Œ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.13 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÔÏÍÕ ÓÌÏŒÅÓÎÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ.

þÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÅÒÔÅÖÉ ÄÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÅŒ k = 2 É 3. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÕŒÉÄÉÔ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÇÒÁÎÉÃÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 30.13 ÚÁÄÁÅÔ ÅÅ ÏÂÈÏÄ Œ ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÉ (ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄÏÍ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ). œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÎÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÔÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÚÇÌÑÄÅ ÉÚÎÕÔÒÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ ŒÅÒ- ÛÉÎ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ (ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ).

åÝÅ ÏÄÎÏ ÏÐÒÁŒÄÁÎÉÅ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏŒ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ. åÇÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÏŒ. åÓÌÉ ÚÎÁËÉ ÄÌÑ ÇÒÁÎÅÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÃÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ŒÙÂÒÁÎÙ ÒÁÚÕÍÎÏ, ÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÔØ ĂÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅĄ É Õ ÎÅÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÂÙÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ. ôÁË ÏÎÏ É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.14. @(@œ) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐÉ œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ œ | ÓÉÎ- ÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ @(@œ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ (Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ĂÇÒÁÎÅÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄŒÁĄ (ÇÒÁÎÅÊ ÇÒÁÎÅÊ) ÓÉÍÐÌÅË- ÓÁ œ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÛÉÎ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j, ÇÄÅ i ¡ j, ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÒÁÚÁ: ÐÅÒŒÙÊ ÒÁÚ ËÁË ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ @_i(@_j œ), É ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ | ËÁË ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ @_j (@_iœ). œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÄ ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ (−1)^{i+j} , Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ (−1)^{i+j−1}, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ @(@œ) ÓÏ- ËÒÁÝÁÀÔÓÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÕÔÏÞÎÑÀÝÕÀ ÎÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 30.4.

ôÅÏÒÅÍÁ 30.15 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ, ÐÅÒŒÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ). ðÕÓÔØ œ | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ k-ÃÅÐØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈ ˙^{k−1}(X). ôÏÇÄÁ ∫ @œ ! = ∫ œ d!.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÃÅÐÉ É ÇÒÁÎÉÃÙ ÃÅÐÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ œ : ´_k → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÚÑÔÉÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅË- ÓÁ ´_k ⊂ R^k. åÝÅ ÒÁÚ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ! = fdx_1 ∧· · ·∧ ^dx_i ∧· · ·∧dx_k, ÇÄÅ 1 ⩽ i ⩽ k (ÛÌÑÐËÁ ÎÁÄ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÐÕÝÅÎ). ôÏÇÄÁ d! = (−1)^{i−1 @f}_{@xi} dx_1 ∧· · ·∧dx_k, É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(−1)^{i−1} ∫ �_k @f @x_i dx_1 : : :dx_k:

ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ dx_1 ∧ · · · ∧ ^dx_i ∧ · · · ∧ dx_k ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ´_k , ËÒÏÍÅ @_0 É @_i, ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ

ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁŒÎÁ ∫ @_0�_k

! + (−1)^i ∫ @_i�_k

!: (30.1) œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (30.1) ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÓÔÏ

(−1)^i ∫ �_{k−1}

f(y_1; : : :; y_{i−1}; 0; y_i; : : :; y_{k−1}) dy_1 : : : dy_{k−1};

Á ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. éÍÅÎÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ´_{k−1} Œ @_0´_k , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË ŒÅÒÛÉÎ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

: (y_1; : : :; y_{k−1}) → (1 − y_1 − · · · − y_{k−1}; y_1; : : :; y_{k−1}); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

^∗! = (−1)^{i−1}f(1 − y_1 − · · · − y_{k−1}; y_1; : : :; y_{k−1})dy_1 ∧ · · · ∧ dy_{k−1}; ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (30.1) ÒÁŒÎÏ

(−1)^{i−1} ∫ �_{k−1}

f(1 − y_1 − · · · − y_{k−1}; y_1; : : :; y_{k−1}) dy_1 : : :dy_k :

óÄÅÌÁÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÚÁÍÅÎÕ y_1 = z_2, y_2 = z_3, . . . , y_{i−1} = 1 − z_1 − · · · − z_{k−1}, y_i = z_i, . . . , y_{k−1} = z_{k−1}. üÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÉÍÐÌÅËÓ ´_{k−1} Œ ÓÅÂÑ, Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÅÅ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÒÁŒÎÁ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (30.1) ÒÁŒÎÏ

(−1)^{i−1} ∫ �_{k−1}

f(z_1; : : :; z_{i−1}; 1 − z_1 − · · · − z_{k−1}; z_i; : : :; z_k) dz_1 : : : dz_k: óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÁËÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

(−1)^{i−1} ∫ �_k @f @x_i dx_1 : : : dx_k =

(−1)^{i−1} ∫ �_{k−1}

f(z_1; : : :; z_{i−1}; 1 − z_1 − · · · − z_{k−1}; z_i; : : :; z_k) dz_1 : : :dz_k +

+ (−1)^i ∫ �_{k−1}

f(y_1; : : :; y_{i−1}; 0; y_i; : : :; y_{k−1}) dy_1 : : : dy_{k−1}:

åÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ (−1)^i, ÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ- ÅÍ ÐÏ dy_i, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁìÅÊÂÎÉÃÁ).