ìÅËÃÉÑ 32. äŒÁ ÓÌÏŒÁ Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁ

èÏÔÑ ÒÑÄ ÐÏÎÑÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ⟨: : :⟩ É ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÏÂÏÇÏ ÔÒÕÄÁ, ÐÏÐÙÔËÉ ÉÈ ÓÅÒØÅÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÔÒÅÂÕÀÔ ÒÁÚŒÉ- ÔÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÎÉ- ËÁËÉÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÑÍÉ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. â. á. äÕÂÒÏŒÉÎ, ó. ð. îÏŒÉËÏŒ, á. ô. æÏÍÅÎËÏ. óÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: îÁÕËÁ, 1979.

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅŒÉÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.1. ðÕÓÔØ ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÅÓÌÉ d! = 0, É ÔÏÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ȷ, ÞÔÏ ! = dȷ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 29.15 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.2. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ äÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ k-ÆÏÒÍ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÔÏÞÎÙÈ k-ÆÏÒÍ^9. ïÂÏÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ: H^i_{DR}(X).

ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔ (ÅÓÌÉ d! = 0, ÔÏ d(f^∗!) = f^∗d! = 0), Á ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ (ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ äÅ òÁÍÁ f^∗ : H^i_{DR}(Y ) → H^i_{DR}(X), ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ ĂÐÒÏÔÉŒ ÔÅÞÅÎÉÑĄ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ (f ∘ g)^∗ = g^∗ ∘ f^∗ (ÔÏ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒ ÆÏÒÍ).

ðÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ äÅ òÁÍÁ ÐÏÂÌÉÖÅ. ðÏ ÓÁÍÏÍ«Õ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, H^k_{DR}(X) = 0, ÅÓÌÉ k ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ dim X. îÁÊÄÅÍ H^0_{DR}(X). ôÏÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ (ÔÁË ËÁË ÎÅÔ ÆÏÒÍ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ −1), Á ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Õ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ 0-ÆÏÒÍ ÎÁ X (ÏÎÏ ÖÅ H^0_{DR}(X)) ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ H^0_{DR}(X) = R.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÝÅ.

9òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, Á ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÎÏ ÔÁË ÕÖ ÇÏŒÏÒÑÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.3. åÓÌÉ X = R, ÔÏ H^0_{DR}(X) = R, H^1_{DR}(X) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÌØËÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ H^1_{DR} ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÅ. ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÚÁ- ÍËÎÕÔÁ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÂÕÄÅÔ É ÔÏÞÎÁ: ÅÓ- ÌÉ ! = f(x)dx, ÔÏ ! = dF , ÇÄÅ F | ÌÀÂÁÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.3 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.4. H^0_{DR}(R^n) = R, H^i_{DR}(R^n) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÁÑ ! ∈ ˙^r(R^n) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁ- ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ! = ∑ 1⩽i_1¡:::¡i_r ⩽n

f_{i1 ;:::;ir} dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ir} :

äÌÑ 0 ⩽ r ⩽ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˙^r_k ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ r-ÆÏÒÍ, Œ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ dx_j ÐÒÉ j ¿ k (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ˙^r_0 = {0}, Á ˙^r_n = ˙^r(R^n)). äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ÅÓÌÉ r ¿ 0 É ÆÏÒÍÁ ! ∈ ˙^r_k ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ! = dȷ ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ȷ ∈ ˙^r(R^n).

ðÒÉ k = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ k ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, É ÐÕÓÔØ ! ∈ ˙^r_{k+1} | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ; ÉÍÅÅÍ ! = !_1 + dx_{k+1} ∧ !_2, ÇÄÅ Œ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍ !_1 ∈ ˙^r_k É !_2 ∈ ˙^{r−1}_{k+1}. ôÁË ËÁË d! = 0, ÉÍÅÅÍ

d!_1 = dx_{k+1} ∧ d!_2: (32.1)

ðÏÓËÏÌØËÕ !_1 ∈ ˙^r_k, Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (32.1) ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÅ É dx_{k+1}, É dx_j ÐÒÉ j ¿ k + 1; ÔÁË ËÁË Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ dx_{k+1}, ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ dx_j ÐÒÉ j ¿ k+1, ÎÅÔ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ dx_j ÐÒÉ j ¿ k+1, ÎÅÔ É Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ, ÅÓÌÉ

!_2 = ∑ 1⩽i_1 ¡:::¡i_{r−1} ⩽k

f_{i1;:::;ir−1} dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ir−1} ;

ÔÏ @f_{i1;:::;ir−1} =@x_j = 0 ÐÒÉ j ¿ k + 1. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ 1 ⩽ i_1 ¡ : : : ¡ i_{r−1} ⩽ k ÐÏÌÏÖÉÍ

F_{i1;:::;ir−1} (x_1; : : :; x_n) =

∫_{xk} 0 f(x_1; : : :; x_k; t; x_{k+2}; : : :; x_n)dt:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ @F_{i1;:::;ir−1} =@x_{k+1} = f_{i1 ;:::;ir−1} É ÞÔÏ F_{i1 ;:::;ir−1} ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x_j ÐÒÉ j ¿ k + 1. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ȷ = ∑ 1⩽i_1¡:::¡i_{r−1} ⩽k

F_{i1 ;:::;ir−1} dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ir−1} :

ôÏÇÄÁ dȷ = dx_{k+1} ∧ !_2 + !^′, ÇÄÅ !^′ ∈ ˙^r_k. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ! − dȷ ∈ ˙^r_k; ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, d(! − dȷ) = 0, ÉÍÅÅÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ! − dȷ = dȷ^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ȷ^′ ∈ ˙^{r−1}(R^n), ÏÔËÕÄÁ ! = d(ȷ + ȷ^′), É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÒÉ k = n ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 32.1.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Œ R^n ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÅÎ R^n, Á ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ (ÂÅÚ ËÒÁÑ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÛÁÒÕ Œ R^n, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 32.4 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.5 (ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ). ðÕÓÔØ ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. åÓÌÉ ! ÚÁÍËÎÕ- ÔÁ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ X É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ȷ ÎÁ U, ÞÔÏ !|_U = dȷ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÁ. ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÅ òÁÍÁ, ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÔÏÞÎÙÈ, ÎÅÓÕÔ Œ ÓÅÂÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓËÌÅÅÎÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ËÕÓËÏŒ | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ ÛÁÒÁÍ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÉ- ÍÅÒÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Õ ÎÁÓ ÎÅ ÈŒÁÔÉÔ ÔÅÈÎÉËÉ. ĂœÒÕÞÎÕÀĄ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.6. åÓÌÉ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ (ÂÅÚ ËÒÁÑ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÔÏ H^n_{DR}(X; R) ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 31.7, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ∈ ˙^n(X), ÞÔÏ !_x(v_1; : : :; !_n) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (v_1; : : :; v_n) Œ T_xX. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ÌÀÂÙÈ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ ÆÏÒÍÁ ! ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f(x_1; : : :; x_n)dx_1 ∧ · · · ∧ x_n, ÇÄÅ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÆÏÒÍÙ ÐÏ

ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ∫ X ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∫ X ! ≠ 0. óÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 31.21) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ! ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÎÅ ÄÏËÁÖÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.7. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. åÓÌÉ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ H^n_{DR}(X) = R, Á ÅÓÌÉ X ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ H^n_{DR}(X) = 0.

óËÁÖÅÍ ÅÝÅ ËÏÅ-ÞÔÏ Ï ÓŒÑÚÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ äÅ òÁÍÁ Ó ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÃÅÐÑÍÉ. ðÕÓÔØ ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X. ôÏÇÄÁ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ (ÇÌÁÄËÉÈ) ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉ- ÌÕ œ → ∫ œ !. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁËÁÑ ÐÏÐÁÌÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ: ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ ÄÏÌÖÅÎ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏĄ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ). ïÔÂÒÏÓÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÑËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ĂÉÎÔÅÇÒÁÌÁĄ ÏÔ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.8. ðÕÓÔØ X | k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÍÅÒÎÏÊ ËÏÃÅÐØÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ k-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ Œ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^k(X); ÏÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ R (ÅÓÌÉ c_1 É c_2 | ËÏÃÅÐÉ, ÔÏ (c_1 + c_2)(œ) = c_1(œ) + c_2(œ); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ).

ëÏÃÅÐØ, ÓÔÁŒÑÝÕÀ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ œ ÞÉÓÌÏ ∫ ! œ, ÇÄÅ ! | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ c_!.

éÔÁË, ËÏÃÅÐÉ | ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ; ÓÌÅÄÕÀ- ÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.9. ðÕÓÔØ c ∈ C^k(X). ëÏÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÏÃÅÐÉ c ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (k + 1)-ÍÅÒÎÁÑ ËÏÃÅÐØ dc, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(dc)(œ) = k∑ i=0 (−1)^ic(@_iœ):

ðÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ! → c_! ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÏ- ÇÒÁÎÉÃÕ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.10. ðÕÓÔØ ! ∈ ˙^k (X). ôÏÇÄÁ d(c_!) = c_{d!} (Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ d ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ, Œ ÐÒÁŒÏÊ | ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 30.15).

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÃÅÐÉ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÑÈ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÏÃÅÐÉ c ÐÏÌÏÖÉÔØ c( ∑ n_iœ_i) = ∑ n_ic(œ_i). œ ÔÁËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉ- ÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÒÁÎÉÃÙ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ: (dc)(œ) = c(@œ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.11. ðÕÓÔØ c | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ËÏÃÅÐØ. ôÏÇÄÁ d(dc) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 30.14: ddc(œ) = (dc)(@œ) = c(@@œ) = 0.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 32.2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.12. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÍÅÒÎÁÑ ËÏ- ÃÅÐØ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ dc = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÃÉËÌÏÍ. k-ÍÅÒÎÁÑ ËÏÃÅÐØ c, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÅÊ k − 1-ÍÅÒÎÏÊ ËÏÃÅÐÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k- ÍÅÒÎÏÊ ËÏÇÒÁÎÉÃÅÊ. k-ÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k-ËÏÃÉËÌÏŒ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ k-ËÏÇÒÁÎÉÃ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.11 ÐÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: H^k(X; R).

(œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÃÅÐÉ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ | Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁÄËÉÈ | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ; ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ĂÍÅÔÏÄÁ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊĄ.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.10 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ! → c_! ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ËÏÃÉËÌÙ, Á ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ | Œ ËÏÇÒÁ- ÎÉÃÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ! → c_! ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ H^k_{DR}(X) → H^k(X; R).

ôÅÏÒÅÍÁ 32.13 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅ òÁÍÁ). çÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ H^k_{DR}(X) → H^k(X; R), ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ! → c_!, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ äÅ òÁÍÁ ÍÙ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÅÒØÅÚÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÌÉÂÏ ÄÏ- ŒÏÌØÎÏ ÓÅÒØÅÚÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ.