ìÅËÃÉÑ 33. ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ

úÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÚÁ- ÄÁÞÉ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÌÑ ÐÒÑÍÙÈ.

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÓÌÏŒÏ ĂÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 33.1. ðÏÌÅÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÉÌÉ k-ÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ k- ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_x ⊂ T_x ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ x.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 33.2. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_x} ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∈ x É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ Y ⊂ U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ T_y Y = V_y ⊂ T_yX.

k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}.

åÓÌÉ k = 1, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÖÅ ÐÏÌÅ ÐÒÑ- ÍÙÈ) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X ÞÅÒÅÚ n + 1 (ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÙÍÉ); ŒŒÉÄÕ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Œ R^{n+1}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^{n+1} ÞÅÒÅÚ (t; x_1; : : :; x_n) É ŒÙ- ÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ V_y ÄÌÑ y, ÂÌÉÚËÉÈ Ë x, ÎÅ ÂÙÌÁ ĂŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁĄ | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ t. ôÏ- ÇÄÁ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = (t_0; x_1; : : :; x_n), ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

t → (t_0 + t; x_1 + v_1(t; x_1; : : :; x_n)t; : : :; x_n + v_n(t; x_1; : : :; x_n)t);

É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | ÐÒÏÓÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^′ = v(t; x), ÇÄÅ v = (v_1; : : :; v_n).

ðÒÉ k ¿ 1, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏ- ÓÔÉ, Á ÐÏ ÂÏÌÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ | ĂÏÂÝÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍĄ ÐÒÉÞÉÎÁÍ. œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ É ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ ! = dz − xdy Œ R^3. îÁ ËÁÖÄÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÁ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏÌÅ 2-ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ R^3. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ òÉÓ. 33.6. ðÒÉÍÅÒ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ

Œ R^3 ÎÁÛÅ ÐÏÌÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ŒÙÓÅËÁÅÔ ÐÏÌÅ ÐÒÑÍÙÈ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÜÔÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ y = const ÉÌÉ x = 0, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ dz, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÓÅËÁÔØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ- ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x = ”, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ dz − ”dy, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÓÅËÁÔØÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÁ- ËÌÏÎÅÎÎÙÅ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ arctg ” Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ (ÓÍ. ÒÉÓ. 33.6), ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÄÏÌÖÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (”; ”; 0), Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ” ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ, ÄÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ⊂ X, ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÞÁÓÔØ ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ Œ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 33.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v É w, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ËÁÓÁ- ÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. (çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅÅÍ v_x ∈ V_x.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ n-

ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ v_1; : : :; v_k, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (v_1)_x; : : :; (v_k)_x ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_x ⊂ T_xX.

(œÁÖÎÏÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ!)

ìÅÍÍÁ 33.4. ðÕÓÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ v_1; : : :; v_k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [v_i; v_j] = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i É j. ôÏÇÄÁ ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁÞÁ ÌÏËÁÌØÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. ðÕÓÔØ x ∈ X; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g^1_t ; : : :; g^t_k ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ (Œ ÔÏÞËÅ x), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ v_1; : : :; v_k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ V | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ Œ R^k; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: V → U, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t_1; : : :; t_k) → g^1_t ∘ : : : ∘ g^t_k(x): (33.1)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ˘ ÇÌÁÄËÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ x ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ V^′ ⊂ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ˘(V^′) | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ t = (t_1; : : :; t_k) ∈ V É ˘(t) = y ∈ U. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ˘^′(t)(@=@t_k) = v_k(y). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÌÑ v_j ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.9 ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ. õÍÅÎØ- ÛÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ V ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g^{i1}_t ∘ : : : ∘ g^t_{ik} (x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏË ÉÎÄÅËÓÏŒ i_1; : : :; i_k. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘^′(t)(@=@t_j ) = v_j (y) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ (33.1) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ g^j ÐÒÉÍÅÎÑÌÏÓØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ V ÉÍÅÅÍ ˘^′(t)(T_tV ) = V_{�(t)}; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ; ÕÍÅÎØÛÁÑ ÅÝÅ V , ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ˘ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ x.

ôÅÐÅÒØ ÚÁŒÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. ðÏ- ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n; ÐÏ- ÓÔÒÏÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x ∈ X. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ R^n ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; : : :; x_k; y_1; : : :; y_{n−k} ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÌÏÓØ ÎÁ R^k; ÕÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É

ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ pr_p = ß^′(p)|_{Vp} → R^k ÄÌÑ p ∈ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ @=@x_1; : : :; @=@x_k ÎÁ R^k; Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_1; : : :; v_k ÎÁ X, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ: v_j (p) ∈ V_p É ß^′(p)(v_j(p)) = @=@x_j ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ∈ X ÐÒÉ 1 ⩽ j ⩽ k). œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ

v_j = @ @x_j + ∑ ’_{jm} @ @y_m

: (33.2)

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÌÅÊ v_i É v_j ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ @=@y_m ÐÒÉ 1 ⩽ m ⩽ n − k. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÜÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ËÁÓÁÔØÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÏ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ @=@y_m ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ V_p ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏÌÑ v_1; : : :; v_k ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ÉÓËÏÍÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ.

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁ- ÓÁÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÎÏ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ, É ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÁÞÅ. ðÒÉ- ŒÅÄÅÍ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, Á ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ∈ ˙^1(X), ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ x → Ker(!)_x ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X (ŒÓÑËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ! óÒ. ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ ŒÙÛÅ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 33.5. ðÕÓÔØ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÁ 1- ÆÏÒÍÁ !, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ n − 1-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ {V_x}, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d! ∧ ! = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ v É w | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !(v) = !(w) = 0. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ 1-ÆÏÒÍÙ ! É ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v É w ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

(d!)(v; w) = v(!(w)) − w(!(v)) − !([v; w]) (33.3)

(ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÔÁÎÁ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÁËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ). åÓÌÉ v É w ËÁÓÁÀÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒ- ÍÏÊ !, ÔÏ ÉÚ (33.3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ !_i([v; w]) = −(d!_i)(v; w). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 33.6. ðÕÓÔØ ! É ˘ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ˘ ÎÁ Ker ! ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ˘ ∧ ! = 0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(! ∧ ˘)(e_1; e_2; e_3) = !(e_1)˘(e_2; e_3) + !(e_2)˘(e_3; e_1) + !(e_3)˘(e_1; e_2)

ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ e_1; e_2; e_3 ∈ E, É ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e_1; : : :; e_n Œ E ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ e_2; : : :; e_n ÐÏÒÏÖÄÁÌÉ Ker !. ôÏÇÄÁ (!∧˘)(e_i; e_j ; e_k) = 0, ÅÓÌÉ ÎÉËÔÏ ÉÚ i; j; k ÎÅ ÒÁŒÅÎ 1, É (! ∧˘)(e_1; e_j; e_k) = !(e_1)˘(e_j; e_k), ÐÒÉÞÅÍ !(e_1) ≠ 0. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÍÍÁ, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ.

îÁÛÁ ŒÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÚÁÐÉÓØ ÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_p}. õÍÅÎØÛÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÅÒŒÙÍÉ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ R^n Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R^k × R^m É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^n ÞÅÒÅÚ (x_1; : : :; x_k; y_1; : : :; y_{n−k}). ôÏÇÄÁ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_p, ÇÄÅ p = (x; y), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ R^k Œ R^{n−k} Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ f_{ij} , ÇÄÅ f_{ij} | ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x_1; : : :; x_k É y_1; : : :; y_{m−k} . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^k × R^{n−k}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÂÕÄÅÔ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ) ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Œ) R^k Œ R^{n−k}. åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ

(x_1; : : :; x_k) → (y_1(x_1; : : :; x_k); : : :; y_{n−k} (x_1; : : :; x_k));

ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÁÆÉË ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ @y_i @x_j

= ’_{ij} (x_1; : : :; x_k; y_1; : : :; y_{n−k} ): (33.4)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x_1; : : :; x_m) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4), ÔÏ ËÁË ÍÉ- ÎÉÍÕÍ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ:

@ @t_j (@xi=@tl) = @ @t_l (@xi=@tj ). âÅÒÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ (@xi=@tl) É (@xi=@tj ) ÉÚ

ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4) É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ:

@f_{il} @t_j + m∑ ˚=1 @f_{ij} @x_˚ f_{˚j} =

@f_{ij} @t_l + m∑ ˚=1 @f_{il} @x_˚ f_{˚l} (33.5)

(ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ [1; m] É ÄÌÑ ŒÓÅÈ j; l ∈ [1; k]).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 33.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ðÕÓÔØ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^k × R^m ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (33.4) (Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÁŒÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ). ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ (t_1; : : :; t_k; x_1; : : :; x_m) ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (t_1; : : :; t_k) ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ x_i(t_1; : : :; t_k) = x_i.

(2) œÓÀÄÕ ÎÁ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (33.5).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4), ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ

v_1 = @ @x_1

+ ’_{11} @ @y_1

+ · · · + ’_{m1} @ @y_m ; v_2 = @ @x_2

+ ’_{12} @ @y_1

+ · · · + ’_{m2} @ @y_m ; : : :

v_k = @ @x_k

+ ’_{1k} @ @y_1

+ · · · + ’_{mk} @ @y_m ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ŒÉÄÁ (33.2). ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏ- ÌÑÍÉ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕ- ÀÔ. åÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ĂŒ ÌÏÂĄ ÜÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (33.5). ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ŒÙËÌÁÄËÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.