ìÅËÃÉÑ 34. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^1 É L^2

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ðÕÓÔØ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. óÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÎÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34.1. þÅÒÅÚ L^1(X; ¯) (ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÏÐÁÓÎÏÓÔÉ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÔÏ L^1(X) ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ L^1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

åÓÌÉ f ∈ L^1, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ‖f‖_1 = ∫ X |f(x)|d¯(x).

íÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, L^1 ÂÕÄÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ R, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÎÁÄ C . äÏÐÕÓËÁÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ L^1 É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÅ ÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ. ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ.

îÁÒÑÄÕ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁ- ÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ĂÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍĄ. œÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34.2. éÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C , ÇÄÅ (X; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÅÓÌÉ ∫ X |f^2|d¯ ¡ ∞.

åÓÌÉ f ∈ L^2, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ‖f‖_2 = (∫ X |f(x)|^2d¯(x)

)_{1=2} . ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.3. óÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. åÓÌÉ f É g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ fg ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ |a+b|^2 ⩽ 2(|a|^2+|b|^2). œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |ab| ⩽ (|a|^2 + |b|^2)=2.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 34.4. þÅÒÅÚ L^2(X; ¯) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

åÓÌÉ f; g ∈ L^2, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ (f; g) = ∫ X f(x)g(x)d¯(x) É ‖f‖_2 = √ (f; f).

éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ Œ R, Á ÎÅ C . åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ | ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (f; g)

îÏÒÍÙ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ŒŒÏÄÑÔ ÎÁ L^1 É L^2 ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.1).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ L^1 ÏÞÅŒÉÄÎÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÚ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ‖v‖ = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ v = 0. üÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÒÁÚÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 34.5. åÓÌÉ f : X → [0; +∞) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ∫ X fd¯ = 0, ÔÏ f(x) = 0 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ E_n = f^{−1}([1=n; +∞)). åÓÌÉ ¯(E_n) ¿ 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n ∈ N, ÔÏ ∫ X fd¯ ⩾ ¯(E_n)=n ¿ 0. åÓÌÉ ÖÅ ŒÓÅ E_n ÉÍÅÀÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÔÏ ÎÕÌÅŒÕÀ ÍÅÒÕ ÉÍÅÅÔ É f^{−1}(0; +∞) = ⋃ n E_n.

(éÍÅÎÎÏ ÒÁÄÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÏÒÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÙÌÉ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÍÉ, É ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ L^1 É L^2.)

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ L^2, ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.3 ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ (·; ·) ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ L^2 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ, ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ‖f‖_2 = 0 ⇒ f = 0; ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÁËÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 34.5.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 34.6 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ). åÓÌÉ f; g ∈ L^2, ÔÏ |(f; g)| ⩽ ‖f‖_2 · ‖g‖_2.

îÁ ŒÓÑËÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÅ- ÔÒÉËÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ æ(v; w) = ‖v − w‖ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÁ ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ É ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.7. ðÕÓÔØ V; W | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: V → W ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÎÏÒÍÁÍÉ Œ V É W ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M ¿ 0, ÞÔÏ ‖A(v)‖ ⩽ M‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ‖A(v)‖ ⩽ M‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v, ÔÏ ‖A(v)−A(w)‖ ¡ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ ‖v − w‖ ¡ ”=M, ÏÔËÕÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É Œ ÎÕÌÅ;

ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖v‖ ⩽ ffi ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖A(v)‖ ⩽ 1. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ V ÉÍÅÅÍ

|A(v)| = |A(ffi^{−1}‖v‖ · ffi‖v‖^{−1}v)| = ffi^{−1}‖v‖ · |A(ffi‖v‖^{−1}v)| ⩽ ffi^{−1}‖v‖;

ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ‖ffi‖v‖^{−1}v‖ = ffi.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 34.8 (ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÎÕÌÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 34.9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^1 É L^2 ÐÏÌÎÙ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ L^2 (ÄÌÑ L^1 ÏÎÏ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ É ÐÒÏÝÅ).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ {f_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ {f_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ Õ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{nk} }, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ æ(f_{nk} ; f_{nk+1} ) ⩽ 1=2^k ÐÒÉ ŒÓÅÈ k (ÔÁË ËÁË Œ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Õ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÄÅÌ f, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ n_k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ æ(f_{nk} ; f) ⩽ 1=2^{k+1}). éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖f_{nk} − f_{nk+1} ‖_2 ⩽ 1=2^k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f_{nk} = g_k; ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_k} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ L^2.

ðÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÉÍÅÅÍ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÇÏ n, ‖ |g_2 −g_1|+: : :+|g_{n+1} −g_n| ‖ 2 ⩽ ‖g_2 −g_1‖_2 +: : :+‖g_{n+1} −g_n‖_2 ⩽ ∑ k¿0 1 2^k

= 1;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ X (|g_2 − g_1| + : : : + |g_{n+1} − g_n|)^2d¯ ⩽ 1 (34.1)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ 0. ðÏÌÏÖÉÍ

’_n = (|g_2 − g_1| + : : : + |g_{n+1} − g_n|)^2;

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {’_n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, É ŒŒÉÄÕ (34.1) ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} ∫ ’_nd¯ ¡ ∞, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ’_n(x) ¡ ∞ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ x. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ X ËÏÎÅÞÅÎ É ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ { √ ’_n(x)}, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ) ÒÑÄ ∑ n(g_{n+1}(x)−g_n(x)) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_n(x)}; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ g(x) ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÒÉÓŒÏÉÍ g(x) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÄÌÑ ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅÔ. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ É ÞÔÏ g_n → g Œ L^2(X; ¯).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ k É n ÉÍÅÅÍ

‖g_k − g_{k+n}‖_2 ⩽ ‖g_k − g_{k+1}‖_2 + : : : + ‖g_{k+n−1} − g_{k+n}‖_2 ⩽ ∑ j⩾k 1 2^j = 1 2^{k−1} ;

ÔÁË ÞÔÏ ∫ X |g_k − g_{k+n}|^2d¯ ⩽ 1=4^{k−1}. õÓÔÒÅÍÌÑÑ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ æÁÔÕ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.19), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∫ X |g_k − g|^2d¯ ⩽ 1 4^{k−1}

: (34.2)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ g_k − g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ; ÐÏÓËÏÌØËÕ g_k ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÆÕÎËÃÉÑ g_k ÔÏÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ g ∈ L^2(X; ¯). îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ (34.2) ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ‖g_k − g‖_2 ⩽ 1=2^{k−1}, ÏÔËÕÄÁ g_k → g Œ L^2. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34.10. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ (Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ) ÆÏÒÍÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÏÒÍÏÊ.

(ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁŒÔÏÒÙ ŒËÌÀÞÁÀÔ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏÂÙ H ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ; ÍÙ ÔÁË ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.)

ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ L^2(X; ¯).

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏËÏ. œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÁ Ï ÎÉÈ.

éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ H | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÐÒÏ ÐÏÌÎÏÔÕ ÐÏËÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ). äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ H ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ: Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ

Á) Â)

òÉÓ. 34.7.

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. åÓÌÉ V ⊂ H | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

V^⊥ = {w ∈ H | (v; w) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V }:

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ (É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ), V^⊥ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H É V ∩ V^⊥ = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.11. ðÕÓÔØ V | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H. ôÏÇÄÁ:

(1) V^⊥ ÚÁÍËÎÕÔÏ; (2) H = V ⊕ V^⊥; (3) (V^⊥)^⊥ = V .

(œÓÅ ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ dim H ¡ ∞.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÄÏËÁÖÅÍ (2). îÁÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ w ∈ H ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v + v_1, ÇÄÅ v ∈ V É v_1 ∈ V^⊥.

ìÅÍÍÁ 34.12. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ‖w − v‖ ⩽ ‖w − v^′‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v^′ ∈ V . ôÏÇÄÁ w − v ∈ V^⊥.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. íÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ w =∈ V . ðÕÓÔØ (w − v; v^′) ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v^′ ∈ V . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w − v É v^′, ÅÓÔØ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ; ÅÓÌÉ w − v É v^′ ÎÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ v^′, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÂÌÉÖÅ Ë ËÏÎÃÕ ŒÅËÔÏÒÁ w − v^′, ÞÅÍ ËÏÎÅÃ ŒÅËÔÏÒÁ w (ÒÉÓ. 34Á). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c = inf_v′_{∈V} ‖w − v^′‖; ÔÁË ËÁË V ÚÁÍËÎÕÔÏ É w =∈ V , ÉÍÅÅÍ c ¿ 0. ðÕÓÔØ {v_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ lim_{n→∞} ‖w − v_n‖ = c; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m; n ∈ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w − v_m É w − v_n; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (ĂÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ŒÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎĄ) ÉÍÅÅÍ

‖v_m − v_n‖^2 = 2(‖w − v_m‖^2 + ‖w − v_n‖^2) − 4‖w − (v_m + v_n)=2‖^2 ⩽ ⩽ 2(‖w − v_m‖^2 + ‖w − v_n‖^2) − 4c^2

(ÒÉÓ. 34Â). õÓÔÒÅÍÉÍ m É n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ ‖v_m −v_n‖ → 0, ÞÅÍ É ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÓÔØ. ôÁË ËÁË H ÐÏÌÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ v = lim_{n→∞} v_i ∈ V , ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (2).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (2) ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ H = V ⊕ V^⊥; ÔÏÇÄÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ V ⊂ (V^⊥)^⊥ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, u ∈ (V^⊥)^⊥, ÔÏ u = v + w, ÇÄÅ v ∈ V É w ∈ V^⊥; ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, (u; w) = 0; ÔÁË ËÁË (u; w) = (w; w), ÉÍÅÅÍ w = 0, ÏÔËÕÄÁ u ∈ V .

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ w ∈ H ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → (v; w) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ H: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ‖v_1 − v_2‖ ⩽ ffi, ÔÏ

|(v_1; w) − (v_2; w)| = |(v_1 − v_2; w)| ⩽ ‖v_1 − v_2‖ · ‖w‖ ⩽ ffi‖w‖:

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.13. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v → (v; w) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘: H → C | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, É ÐÕÓÔØ V = Ker ˘. ôÏÇÄÁ V | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^⊥ ≃ H=V ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ w | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^⊥; ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → (v; w) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ Ó ÑÄÒÏÍ V ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÒÏÐÏÒÃÉ- ÏÎÁÌÅÎ ˘, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ a ∈ C , ÞÔÏ ˘(u) = a(u; w) = (u; —aw) ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ H. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ Õ ÎÁÓ ÛÌÁ ÒÅÞØ ÏÂ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Ó ÍÅ- ÒÏÊ; ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÄŒÁ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÏ R^n Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^1 É L^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÏ L^1(R^n) É L^2(R^n).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 34.14. þÅÒÅÚ D(R^n) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^n Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ D(R^n) ÍÎÏÇÏ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ D(R^n), ÂÕÄÕÞÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÌÅÖÉÔ Œ L^1(R^n) É L^2(R^n).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.15. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ D(R^n) ÐÌÏÔÎÏ Œ L^1(R^n) É Œ L^2(R^n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ L^1 (ÓÌÕÞÁÊ L^2 ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÉËÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ŒÏ æÒÁÎ- ÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÏÔŒÉÎÞÉŒÁÎÉÅĄ (d«evissage).

éÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÍÏÖÎÏ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ Œ L^1-ÎÏÒÍÅ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÉÚ D(R^n). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ÅÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ÏÔÄÅÌØ- ÎÏÓÔÉ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ.

äÁÌÅÅ, ŒÓÑËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ f = f_+ −f_−, ÇÄÅ f_+ É f_− ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ É ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÐÏ ÏÔÄÅÌØ- ÎÏÓÔÉ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.12 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ^{10} f_n, ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÉÍÅÅÍ lim ∫ f_ndx = ∫ fdx, ÏÔËÕÄÁ ∫ |f − f_n|dx = ∫ (f − f_n)dx → 0;

ÔÁË ÞÔÏ fn → f Œ L^1; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ËÁÖÄÕÀ f_n, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f | ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÏÖÎÏ

10îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÁ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f = Ø_E | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ E. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ E = ⋃ k E_k, ÇÄÅ E_⊂E_2 ⊂ : : : É ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E_k ÉÚÍÅÒÉÍÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ; ÐÏÜÔÏÍÕ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ Ø_{Ek} . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓ- ÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ø_{Ek} → f Œ L_1, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÔØ ËÁÖÄÕÀ Ø_{Ek} . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f = Ø_E | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E.

åÓÌÉ, ÎÁËÏÎÅÃ, f | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 16.15) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊃ E É ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ⊂ E, ÞÔÏ ¯(U \ K) ¡ ”. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (Õ ÎÁÓ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙ- ÌÏ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ F_0; F_1 ⊂ R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’: R^n → R, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÎÁ F_0 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÎÁ F_1 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, É 0 ⩽ ’(x) ⩽ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’, ÐÏÌÏ- ÖÉŒ F_0 = R^n \ U É F_1 = K. ôÏÇÄÁ ’ ∈ D(R^n), ÐÒÉÞÅÍ |’(x) − Ø_E (x)| ⩽ 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^n É |’(x) − Ø_E (x)| = 0 ÐÒÉ x =∈ U \ K. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖’ − Ø_E ‖_1 ⩽ ”; ŒŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ” ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÕÖÎÙÈ ÎÁÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.16. ðÕÓÔØ f ∈ L^1(U), ÇÄÅ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ∫ f’dx = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ’ ∈ D(U). ôÏÇÄÁ f = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ∫ E fdx = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ E. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_m} É ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {K_m}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

U_1 ⊃ : : : ⊃ U_m ⊃ : : : ⊃ E ⊃ : : : ⊃ K_m : : : ⊃ : : : ⊃ K_1;

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ¯(U_m \ K_m) ¡ 1=m ÐÒÉ ŒÓÅÈ m. ðÕÓÔØ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15, ÆÕÎËÃÉÑ ’_m ∈ D(R^n) ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ K_m É ÎÕÌÀ ŒÎÅ U_m; ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f ·’_m ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ·Ø_E ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ R^n, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ ∫ E fdx = lim ∫ U f · ’_mdx = 0;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ E fdx = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ f ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f = 0 ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÄÅÌÑÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ f, Á ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ f Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ f(x) = max(f(x); 0) − max(−f(x); 0), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕ- ÌÅÊ ÔÁËÏÊ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ÉÍÅÅÔ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}[1=n; +∞) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, É ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ f ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.