ìÅËÃÉÑ 35. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ Œ R^n: ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

ðÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉ- ÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ. éÍÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ õ. òÕÄÉÎÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ¯ ÏÂÙÞÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ Œ R^n, ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ( √ 2ß)^n, É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ R^n ÉÌÉ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕ- ÍÅŒÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ¯, ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÉÎÏÅ. íÅÒÁ ¯ ÎÁ R^{m+n} ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÅÒ ¯ ÎÁ R^m É R^n, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓŒÏÄÉÔØ ÄŒÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ Ë ÐÏŒÔÏÒÎÏÍÕ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^1 É L^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ, É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 É 34.16 ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ. œÙÂÒÁÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÎÁÍ ÉÚÂÅÖÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÈ.

åÓÌÉ x = x_1; : : :; x_n É ¸ = ¸_1; : : :; ¸_n | ÜÌÅÍÅÎÔÙ R^n, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ⟨x; ¸⟩ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ĂÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅĄ x_1¸_1 + : : : + x_n¸_n (ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ¸ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ x). åÓÌÉ x = x_1; : : :; x_n ∈ R^n, ÔÏ |x| = √ x^2_1 + : : : + x^2_n. åÓÌÉ ff = (ff_1; : : :; ff_n) | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ D^fff ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f, Á ÞÅÒÅÚ x^ff ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍ x^{ff1}_1 : : : x^{ffn}_n .

åÓÌÉ ¸ ∈ R^n, ÔÏ ÞÅÒÅÚ Ø_¸ : R → C ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ø_¸ : x → e^{i⟨x;¸⟩};

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ R^n Œ ÇÒÕÐÐÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ R^n; ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÇÒÕÐÐÙ R^n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Ø_¸ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 35.1. ðÕÓÔØ f ∈ L^1(R^n). åÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ^f : R^n → R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

^f(¸) = ∫ R^n

f(x)Ø_{−¸}(x)d¯(x) = ∫ R^n

f(x)e^{−i⟨x;¸⟩}d¯(x):

(ðÒÉ ÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÔÁÒÉŒÁÔØ ^f ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ Ë R^n, Á ÐÒÉ ÅÝÅ ÂÏ- ÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ | ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ

ÇÒÕÐÐÙ R^n.) ðÏÓËÏÌØËÕ |f(x)| = |f(x)Ø_{−¸}(x)|, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÔÏÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ^f (¸) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.2. ðÕÓÔØ f ∈ L^1(R^n). ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

(Á) ^f | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n, ÐÒÉÞÅÍ lim_{|¸|→∞} ^f(¸) = 0.

(Á^′) sup_{¸∈R}n | ^f(¸)| ⩽ ‖f‖_1.

(Â) åÓÌÉ f ∈ L^1(R^n) ∩ C^1(R^n) É^{@f}_{@xk} ∈ L^1(R^n), ÔÏ (@f=@x_k)^= i¸_k ^f. (Œ) åÓÌÉ f ∈ L^1(R^n) É x_kf ∈ L^1(R^n), ÔÏ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @ ^f=@¸_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É (x_kf)^= i(@ ^f=@¸_k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á^′) ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ĂÍÏÄÕÌØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÍÏÄÕÌÑĄ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ^f ÎÅÍÅÄ- ÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 35.3. åÓÌÉ f ∈ C^1(R) É f^′ ∈ L^1(R), ÔÏ lim_{|x|→∞} f(x) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ôÁË ËÁË f^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{a→∞}

∫_a 0 f^′(x)dx; ÔÁË ËÁË

∫_a 0 f^′(x)dx = f(a) − f(0), ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÐÒÅÄÅÌ lim_{x→∞} f(x). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ |f(x)| ¿ ” ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ x, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ R|f|dx. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÒÉ x → −∞. œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÐÕÎËÔÕ (Â), ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ @f @x_k e^{−i⟨x;¸⟩}dx = ∫ dx_1 : : : dx_{k−1}dx_{k+1} : : : dx_n ∫ @f @x_k e^{−i⟨x;¸⟩}dx_k I : (35.1)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

I = lim_{A→+∞} ( fe^{−i⟨x;¸⟩}

)_A −A − ∫ R f · (−i¸_k)e^{−i⟨x;¸⟩}dx_k;

ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÏ ÌÅÍÍÅ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (35.1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ^ ( @f @x_k ) = i¸_k ∫ dx_1 : : : dx_{k−1}dx_{k+1} : : :dx_n ∫ fe^{−i⟨x;¸⟩}dx_k = i¸_k ^f(¸);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ^f: @ @¸_k ∫ f(x)e^{−i⟨x;¸⟩}dx = ∫ f(x) · (−ix_k)e^{−i⟨x;¸⟩}dx;

ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÎÏ. åÇÏ ÚÁËÏÎÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÔØ ÞÅÒÅÚ ~h ∈ R^n ŒÅËÔÏÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ k-Ñ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÁŒÎÁ h, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ | | | e^{−i⟨x;¸+h⟩} − e^{−i⟨x;¸⟩} h | | | = | | | e^{ixk h} − 1 h | | | ⩽ 2|x^k|;

ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÆÕÎËÃÉÑ x_kf ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÇÒÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim_{|¸|→∞} ^f(¸) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ f ∈ D(R^n). ôÁË ËÁË É ÓÁÍÁ f, É ŒÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÅ ÌÅÖÁÔ Œ L^1(R^n) ∩ C^1(L^n), ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ k ÆÕÎËÃÉÑ ¸_k ^f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ L^1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ^f(¸) = O(1=|¸|) ÐÒÉ |¸| → ∞, ÔÁË ÞÔÏ lim_{|¸|→∞} ^f(¸) = 0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ f ∈ L^1(R^n) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ L^1(R^n), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f Œ L^1-ÍÅÔÒÉËÅ; ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ŒÓÅ ^f_n ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÞÅÎÏÓÔÉ, Á ŒŒÉÄÕ ÐÕÎËÔÁ (Á^′) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ^f_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ^f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. úÎÁÞÉÔ, É ^f ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÄŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n. ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ »f ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ f É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (Ô. Å. »f(x) = f(−x)). åÓ- ÌÉ a ∈ R^n, ÔÏ ÞÅÒÅÚ T_af (ĂÓÄŒÉÇ ÎÁ aĄ) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ x → f(x − a).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.4. ðÕÓÔØ f ∈ L^1(R^n), a ∈ R^n É A | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ R^n Œ R^n (ÌÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ).

(Á) (T_af)^= Ø_{−a} · ^f . (Â) (Ø_a · f)^= T_a( ^f).

(Œ) (f ∘ A)^(¸) =^1_{| det A|} ^f(^tA^{−1}¸).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 35.5. (Á) (f^)»= (f»)^.

(Â) åÓÌÉ ˘ ¿ 0, ÔÏ (f(x=˘))^(¸) = ˘^n ^f(˘¸).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 35.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ûŒÁÒÃÁ S(R^n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : R^n → C , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÓÏŒÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff É ŒÓÑËÏÇÏ N ¿ 0 ÉÍÅÅÍ |D^fff(x)| = O(|x|^{−N} ) ÐÒÉ |x| → ∞.

(óÌÕÞÁÊ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÁÍÁ f(x) ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÕÂÙŒÁÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ |x|.) œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ O ÎÁ o. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S(R^n) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÉÍÉ, ÉÌÉ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.7. åÓÌÉ f ∈ S(R^n), ÔÏ f ∈ L^1(R^n) É ^f ∈ S(R^n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f ∈ L^1 É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, x^fff ∈ L^1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff; ÐÒÉÍÅÎÑÑ |ff| ÒÁÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ (Œ) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ D^ff ^f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ^f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÁ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f ∈ S(R^n), ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ x^fi f ∈ S(R^n) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ fi. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÏÐÑÔØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ¸^ffD^fi ^f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÌÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; ÏÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ |D^fi ^f(¸)| = O(|¸|^{−N} ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ N ¿ 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2 É 35.4 ÎÁŒÏÄÑÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ f É ^f ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. üÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ĂÔÅÏÒÅÍÙ (ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ) ÏÂÒÁÝÅÎÉÑĄ, Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÄŒÁ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÏÄÎÏ ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ É ÏÄÎÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔÅÌØÎÏÅ.

ìÅÍÍÁ 35.8 (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ). ðÕÓÔØ ’_n(x) = e^{−|x|2} =2. ôÏÇÄÁ ^’_n(x) = ’_n(x) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ n = 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ’ = ’_n ∈ S(R) (ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ^’ ÔÁËÖÅ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÁÑ É, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÏ ’^′(x) = −xf(x). éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2 ÔÅÐÅÒØ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

( ^’)^′(¸) = −¸ ^Œ(¸) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ’^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÕÌÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (É ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ): ÄÌÑ ’ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÄÌÑ ^’ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ ÏÔ e^{−x2} ÐÏ R(Õ ÎÁÓ ÏÎÏ ÂÙÌÏ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ^’ = ’ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÑÌ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

óÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÕÞÁÑ n = 1 (ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ: ’_n(x_1; : : :; x_n) = ’_1(x_1) : : :’_n(x_n)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÑŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ŒÙÂÏÒ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9. ðÕÓÔØ f; g ∈ L^1(R^n). ôÏÇÄÁ ∫ R^n

^f ·gd¯ = ∫_{Rn} f · ^gd¯ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ Ë ÄŒÏÊÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ∫∫ R^n×R^n

f(x)g(¸)e^{−i⟨x;¸⟩}d(¯ × ¯): (35.2)

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÅÒÅÚ F (x; ¸), ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ x ÉÍÅÅÍ ∫ |F (x; ¸)|d¯(¸) ⩽ |f(x)|‖g‖_1, ÏÔËÕÄÁ ∫ d¯(x) ∫ |F (x; ¸)|d¯(¸) ⩽ ‖g‖_1 · ‖f‖_1 ¡ ∞:

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÍÙ æÕÂÉÎÉ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (35.2) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÄŒÁ ÐÏŒÔÏÒÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 35.10 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ). (Á) ðÕÓÔØ f ∈ S(R^n). ôÏÇÄÁ ^f = »f. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ:

f(x) = ∫ ^f (¸)e^{i⟨x;¸⟩}d¯(¸)

(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÚÎÁË Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ).

(Â) ðÕÓÔØ f ∈ L^1(R^n) É ^f ∈ L^1(R^n). ôÏÇÄÁ ^f = »f (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^1, Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÁÓÔØ (Á). ðÕÓÔØ a ∈ R^n. ôÏÇÄÁ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.4, ÉÍÅÅÍ

( ^f)»(a) = T_a ^f(0) = (Ø_a · ^f)^(0) = (T_{−a}f)^(0);

Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ f(a) = (T_{−a}f)(0). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ:

^f(0) = f(0); ÉÌÉ ∫ ^f(¸)d¸ = f(0):

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË É Œ ÌÅÍÍÅ 35.8, ’(x) = e^{−|x|2 =2}, É ÐÕÓÔØ ˘ ¿ 0. ôÏÇÄÁ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.9 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 35.5 ÉÍÅÅÍ ∫ ^f(x)’(x=˘)dx = ˘^n ∫ f(x) ^’(˘x)dx = ∫ f(˘^{−1}y)’(y)dy

(ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ^’ = ’ ÉÚ ÌÅÍ- ÍÙ 35.8, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÅÄÁÌÉ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ˘x = y). õÓÔÒÅÍÉÍ ÔÅÐÅÒØ ˘ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ’(0) ∫ ^ f(x)dx = ∫ ^ f(x)dx, Á ÐÒÁŒÁÑ, ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë f(0) ∫ ’(y)dy = f(0). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ. (õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ: ÞÔÏ ÍÅÛÁÅÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÁÓÔØ (Â)?)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÚÁÐÉÛÅÍ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ∈ D(R^n), ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ: ∫ ^f · dx = ∫ ^f · ^d¸ = ∫ f · ^dx = ∫ f · »dx = ∫ »f · dx

(ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 35.9 É ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ). œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.16.