ìÅËÃÉÑ 36. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ: ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

œÔÏÒÏÅ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ) ŒÁÖÎÅÊÛÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ L^2(R^n) Œ L^2(R^n). œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 36.1 (ôÅÏÒÅÍÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ). ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ S(R^n) Œ S(R^n), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ L^2(R^n) Œ L^2(R^n); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ^f = »f É ‖ ^f‖_2 = ‖f‖_2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ L^2(R^n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÊ ÌÅÍ- ÍÙ. ìÅÍÍÁ 36.2. åÓÌÉ f ∈ L^1(R^n), ÔÏ ( —f)^= ( ^f)».

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ f; g ∈ S(R^n) ÉÍÅÅÍ ∫ f —gdx = ∫ ( »f)^—gdx = ∫ ( ^f)»· (—g)^d¸ = ∫ ( ^f)»· (^g)»d¸ = ∫ ^f · ^gd¸;

Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖hatf‖_2 = ‖f‖_2. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ ÐÌÏÔÎÏ Œ L^2; ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ L^2-ÎÏÒÍÕ, ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L^2-ÍÅÔÒÉËÉ. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ : L^2(R^n) Œ L^2(R^n); ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ŒÙÐÏÌÎÉ- ÍÏÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ^f = »f ÏÞÅŒÉÄÎÙ, ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÐÌÏÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S(R^n) ⊂ L^2(R^n).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 36.3 (òÁŒÅÎÓÔŒÏ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ). åÓÌÉ f; g ∈ L^2(R^n), ÔÏ

‖ ^f‖_2 = ‖f‖_2; ( ^f; ^g) = (f; g):

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÌÅÖÉÔ É Œ L^1(R^n), É Œ L^2(R^n), ÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ^f : ÉÓÈÏÄÎÏÅ (ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 35.1) É ĂÐÏ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀĄ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØÓÑ ŒÏÐÒÏÓÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ ÌÉ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.4. åÓÌÉ f ∈ L^1(R^n) ∩ L^2(R^n), ÔÏ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 35.1 É ÐÏ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ, ÒÁŒÎÙ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ É ÌÅÍÍÙ 36.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9 ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^2 É ÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. ôÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^f_{orig} É ^f_{Pl} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ 35.1 É ÐÏ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.16, Œ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ Œ R^n, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ R^n

^f_{orig}(¸)(¸)d¸ = ∫ R^n

^f_{Pl}(¸)(¸)d¸

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ∈ D(R^n). ïÄÎÁËÏ ÖÅ ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 35.10 ÆÕÎËÃÉÑ ^ = ȷ ÌÅÖÉÔ Œ S(R^n). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÅÖÉÔ Œ L^2, ÉÍÅÅÍ ∫ ^f_{orig}d¸ = ∫ f ^dx = ∫ fȷdx = ∫ ^f_{Pl}d¸;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ ÆÕÎË- ÃÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 36.5. ðÕÓÔØ f; g ∈ L^1(R^n). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÏ- ÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

(f ∗ g)(x) = ∫ R^n

f(x − y)g(y)dy;

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ x → (f ∗ g)(x), ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÓŒÅÒÔËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ f É g, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ L^(R^n); ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖f ∗ g‖_1 ⩽ ‖f‖_1 · ‖g‖_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ æÕÂÉÎÉ. éÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÍ ∫ R^n×R^n

|f(x − y)g(y)|dxdy = ∫ dy ∫ |f(x − y)| · |g(y)|dx = = ∫ |g(y)|dy (∫ |f(x − y)|dx )

‖f ‖_1

= ‖g‖_1 · ‖f‖_1 ¡ ∞ (36.1)

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ). ôÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ (f ∗ g)(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ, Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ f ∗ g ∈ L^1, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ‖f ∗ g‖_1 ⩽ ‖f‖_1 · ‖g‖_1, ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (36.1).

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓŒÑÚÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÏ ÓŒÅÒÔËÏÊ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.6. åÓÌÉ f; g ∈ L^1(R^n), ÔÏ ^(f ∗ g) = ^f · ^g (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓŒÅÒÔËÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ: ∫ R^n

(f ∗ g)(¸)e^{−i⟨x;¸⟩}dx = ∫ R^n

e^{−i⟨x−y;¸⟩}e^{−i⟨y;¸⟩}dx ∫ R^n

f(x − y)g(y)dy = = ∫ R^n

e^{−i⟨y;¸⟩}g(y)dy ∫ R^n

e^{−i⟨x−y;¸⟩}f(x − y)dx = ^g(¸) · ^f(¸)

(ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÚÁËÏÎÎÁ ŒŒÉÄÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (36.1)).

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. òÑÄ æÕÒØÅ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕ- ÒØÅ ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÁÂÅ- ÌÅŒÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ. éÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ; Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ (ÏÞÅÎØ ÓÖÁÔÏ), ËÁË Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂ- ÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T ÇÒÕÐÐÕ (ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÒÁŒÎÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → e^{ix}, ÇÄÅ x ∈ R, ÚÁ- ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó R=2ßZ; ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ TÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ Ó 2ß-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ R.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^TÇÒÕÐÐÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ T, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ TŒ T. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÇÒÕÐÐÙ T ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Ø_n : z → z^n, ÇÄÅ n ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ^T ≃ Z(ÒÁÎÅÅ ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ^Rn ≃ Rn). îÁÐÒÏÔÉŒ, ŒÓÑËÉÊ ÈÁÒÁË- ÔÅÒ ÇÒÕÐÐÙ Z(ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 ∈ Z; ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ n → z^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ z ∈ T; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

^Z≃ T. (üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ĂÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ- ÓÔØÀ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁĄ: ÅÓÌÉ G | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ^G ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ G.)

œŒÅÄÅÍ ÎÁ T É ZÍÅÒÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ. íÅÒÁ ÎÁ ZÂÕÄÅÔ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÁÑ: ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÅÒÙ ÎÁ T ŒÙÂÅÒÅÍ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ; ÁËËÕÒÁÔÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p: [0; 2ß) → TÚÁÄÁ- ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → e^{ix}, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ T ÎÁÚÏŒÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ p^{−1}(E) ⊂ R; ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ⊂ T ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ p^{−1}(E) (ÏÂÙÞÎÕÀ, ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ √ 2ß). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÅÒÁ ÎÁ T ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÜÔÕ ÍÅÒÕ ÎÁ 2ß; ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Œ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÅ ÍÅÒÕ ÎÁ T ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ¯. éÍÅÅÍ ¯(T) = 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ TÐÌÏÔÎÏ Œ L^1(T; ¯) É Œ L^2(T; ¯) (ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 ÐÒÏÈÏÄÉÔ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ).

îÁÍ ÅÝÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^1(Z) É L^2(Z); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÑÄÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ (ŒÎÉÍÁÎÉÅ: ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÏŒ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÎÅ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÍÉ). âÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ‘^1 É ‘^2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^1(T) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ | ÆÕÎËÃÉÀ ^f. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ T, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ Z, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

^f(n) = ∫ T f(x)Ø_{−n}(x)d¯(x);

ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ f ËÁË 2ß-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ R, ÔÏ

^f(n) = 1 2ß ∫_{2ß} 0 f(x)e^{−inx}dx:

þÉÓÌÁ ^f(n) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ L^1(Z), ÔÏ ÅÓÔØ ÁÂ- ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ {a_n}_{n∈Z}; ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÁÚÏŒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ∑ n∈Za_nØ_n = ∑ n a_ne^{inx} (ÐÒÏÑŒÌÑÑ ÎÅÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ĂÏÔ ZË T Ą ÂÅÚ ÚÎÁ- ËÁ ĂÍÉÎÕÓĄ ÐÅÒÅÄ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ T; ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ R^n ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f → ^f»). œŒÉÄÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ {a_n} ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ T.

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ ÆÕÒØÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÁÞÁÔØ ÓÒÁÚÕ Ó L^2-ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ L^2(T) ⊂ L^1(T) (ÔÁË ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ L^2 Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÎÁÄÏ). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ (É ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ).

ôÅÏÒÅÍÁ 36.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F , ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(T) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ { ^f(n)}_{n∈Z}, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ L^2(T) Œ L^2(Z) = ‘^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ F (f) ∈ ‘^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ∑ n∈Z| ^f(n)|^2 ¡ ∞ ÐÒÉ f ∈ L^2(T ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÙ Ø_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ L^2: (Ø_m; Ø_n) = 0 ÐÒÉ m ≠ n É (Ø_n; Ø_n) = 1 (ÐÒÏŒÅÒËÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ŒÉÄÁ^1_{2ß}

∫_{2ß} )0e^{i(m−n)x}dx). ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_n ⊂ L^2(T) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ Ø_k ÐÒÉ |k| ⩽ n; ŒŒÉÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_n ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ C^{2n+1} ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÎÏ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_n ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ L^2(T) (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ f ∈ L^2(T), ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ f ÎÁ V_n; ÐÏÓËÏÌØËÕ (g; Ø_j) = (f; Ø_j ) ÐÒÉ |j| ⩽ n, ÉÍÅÅÍ g = ∑ |k|⩽n ^f(k); ŒŒÉÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÉÍÅÅÍ ‖g‖^2 = ∑ |k|⩽n | ^f(n)| 2; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ‖g‖ ⩽ ‖f‖. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ∑ |k|⩽n | ^f(n)|^2 ⩽ ‖f‖^2 ¡ ∞;

ŒŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ n ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F (f) ∈ ‘^2.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ L^2(T) Œ L^2(Z). ðÏÓÔÒÏ- ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˚: L^2(Z) → L^(T), ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë F . éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a = {a_n} ∈ L^2(Z) ÐÏÌÏÖÉÍ ˚(a) = ∑ n∈Za_nØ_n, ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(T). îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ L^2(T); ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ, ÔÁË ËÁË ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ N_1⩽n⩽N_2

a_nØ_n ‖ ‖ ‖ ‖ = ∑ N_1 ⩽n⩽N_2

|a_n|^2

É a ∈ L^2(Z).

éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ˚ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, Á ÉÚ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ F ∘˚ = Id. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ˚(L^2(Z)) = L^2(T ).

þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ˚ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ Á L^2(Z) ÐÏÌÎÏ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˚(L^2(Z)) ⊂ L^2(T) ÔÁËÖÅ ÐÏÌÎÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ˚(L^2(Z)) ÐÌÏÔ- ÎÏ Œ L^2(T). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(T) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ T ÐÌÏÔÎÏ Œ L^2(T), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ (ÔÁËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÉ- ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ) ÐÌÏÔÎÏ Œ C(T) Œ L^2-ÎÏÒÍÅ; ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ T ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ Œ L^2-ÎÏÒÍÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ ÐÌÏÔÎÙ Œ C(T) Œ sup-ÎÏÒÍÅ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ É ÒÁŒÎÏ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔÁ (ËÌÀÞÅŒÙÅ ÓÌÏŒÁ | ĂÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁĄ ÉÌÉ ĂÑÄÒÏ æÅÊÅÒÁĄ); ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÉÚÕ- ÞÉÔØ ÜÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏŒ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.8. åÓÌÉ f ∈ C^2(R) | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÐÅ- ÒÉÏÄÏÍ 2ß, ÔÏ f(x) = ∑ n∈Z^f(n)einx ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ f ËÁË C^2-ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ T. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (É ŒÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ f ∈ L^2(T)), ÔÏ lim_{|n|→∞} ^f(n) = 0 (ÔÁË ËÁË ∑ | ^f(n)|^2 ¡ ∞). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f ∈ C^1(T), ÔÏ ^f^′(n) = in ^f(n) (ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ É ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ 35.2Â). óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ C^2(T), ÔÏ | ^f(n) = o(1=n^2)|, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ ^f(n)Ø_n = ∑ ^f(n)e^{inx}

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ T ŒÌÅÞÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ L^2- ÎÏÒÍÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f_1 É Œ L^2. ïÄÎÁËÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 36.7 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ L^2-ÎÏÒÍÅ ÉÍÅÎÎÏ Ë f. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, f_1 = f É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.