ìÅËÃÉÑ 37. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

æÏÒÍÁÌÉÚÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ (Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ; ÍÙ ÅÀ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ, ËÏÇÄÁ ÂÕ- ÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. þÅÒÅÚ O(U) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^∞-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U, Á D(U) ⊂ O(U), ËÁË É ÒÁÎØÛÅ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ C^∞-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^n Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉÓÑ Œ U.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.1. ðÕÓÔØ {’_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ D(U). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ {’_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ’ ∈ D(U), ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ U, ÞÔÏ supp ’_n ⊂ K ÐÒÉ ŒÓÅÈ n; Â) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {D^ff’_n} ÓÈÏÄÉÔ- ÓÑ Ë D^ff’ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ K.

(íÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ ff ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ĂÐÕÓÔÙÍĄ, ÔÁË ÞÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {’_n} ÄÏÌÖÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ’.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.2. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ u: D(U) → C , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ f_n → f Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 37.1, ÔÏ u(f_n) → u(f).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D^′(U).

(îÅ ÐÕÔÁÊÔÅ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÌÅËÃÉÉ 33.) îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ D(U) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÁËÕÀ (ÎÅÍÅ- ÔÒÉÚÕÅÍÕÀ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ 37.1 ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, Á ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ D(U) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÂÕ- ÄÅÔ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 37.2. îÁËÏÎÅÃ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ D^′(U) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÓËÒÏÍÎÙÈ ÃÅÌÅÊ ŒÓÅ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ É ÐÏ-ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ distributions. ðÏ-ÒÕÓÓËÉ ÉÈ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉĄ.

œÓÑËÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ U, ÅÓÌÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ D(U), ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ’ → ∫ U f’dx. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ∈ L^1(U) ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ ’ → ∫ U f’dx. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.16 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÚÁ- ÄÁÀÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ O(U) ⊂ D^′(U) É L^1(U) ⊂ D^′(U).

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ¯ | ÍÅÒÁ ÎÁ U, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ’ → ∫ U fd¯ ÔÁËÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ĂÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÌÏÈÕÀĄ ÍÅÒÕ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ffi_x : ’ → ’(x) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ; ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x.

ïÂÏÂÝÁÑ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_{loc}^1(U) (ÓÏÏÔŒ. L_{loc}^2(U)) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : U → C (Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ), ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x, ÞÔÏ f|_V ∈ L^1(V ) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÏÊ ÞÅÒÔÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ L_{loc}^1(U), ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ŒÓÑËÉÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ’ → ∫ U f’dx ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U;

ÄÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ¯(V ) ¡ ∞, ÉÍÅÅÍ L^2(V ) ⊂ L^1(V ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ L_{loc}^2(U) ⊂ L_{loc}^1(U); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ L_{loc}^1(U) ⊂ D^′(U) É L_{loc}^2(U) ⊂ D^′(U). îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, L^2(U) ⊂ L_{loc}^2(U), ÉÍÅÅÍ É ŒÌÏÖÅÎÉÅ L^2(U) ⊂ D^′(U).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÓÑËÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_{loc}^1(U) É ÐÒ. ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ U, ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÏÇÏŒÏÒÏË.

œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁŒÁÌÉÓØ ÂÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÂÙ Œ ÐÕÎËÔÅ (Â) ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ 37.1 ÔÒÅÂÏŒÁÌÁÓØ ÔÏÌØËÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ’_n → ’ (ËÁË ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÜÔÏ ÂÙÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ 0). ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÁÖÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÊ ŒÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ.

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÔÁ- ËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f ∈ O(U), ’ ∈ D(U). ôÏÇÄÁ ∫ U @f @x_j

’dx_1; : : : ; dx_n = ∫ R^n @f @x_j

’dx_1; : : : ; dx_n = = ∫ R^n @f’ @x_j dx_1; : : : ; dx_n 0 − ∫ R^n f @’ @x_j

’dx_1; : : : ; dx_n (37.1)

(ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x_j ).

üÔÉÍ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.3. ðÕÓÔØ u ∈ D^′(U) É 1 ⩽ j ⩽ n. ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ @u=@x_j ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ D(U), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ @u @x_j : ’ → −u ( @’ @x_j ) : ôÏ, ÞÔÏ @u=@x_j ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (É ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏ ÓÈÏÄÉÍÏ- ÓÔØÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ). æÏÒÍÕÌÁ 37.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ O(U) ⊂ D^′(U) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

éÔÁË, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), É ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ, ËÁË É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ. œÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÞÁÓÔØÑ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ: ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÏÂÏÂÝÁÌÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÂÌÁÄÁÌÏ ÒÁÚÕÍÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÕÖÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. íÏÖÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.4. ðÕÓÔØ f ∈ O(U), u ∈ D^′(U). ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ fu: D(U) → C , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

fu: ’ → u(f’);

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U.

üÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ f ÎÁ u. åÓÌÉ u ∈ O(U), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ fu Œ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Œ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ fu | ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’_n → 0 Œ D(U), ÔÏ u(f’_n) → 0, Á ÄÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f’_n → 0, ËÁË ÔÏÌØËÏ ’_n → 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 37.1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ U, ÞÔÏ supp ’_n ⊂ K ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. œŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_{fifl}, ÞÔÏ

D^ff(f’) = ∑ fi+fl=ff

C_{fifl} D^fifD^fl ’;

É ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÔÁË ËÁË |D^fif| ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÏ ÎÁ K ÄÌÑ ŒÓÅÈ fi.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÐÒÉÌÉÞÅÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓÌÕÞÁÀ ÚÁËÏÎÁÍ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÁËËÕÒÁÔÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÆÕÎË- ÃÉÊ).

ôÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 37.5. åÓÌÉ f ∈ O(U), u ∈ D^′(U) É 1 ¡⩽ j ⩽ n, ÔÏ @fu @x_j

= f · @u @x_j + @f @x_j

· u:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ.

åÝÅ ÏÄÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ, | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ V ⊂ U. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i: D(V ) ,→ D(U), ÐÒÉÞÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏĄ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 37.1 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÑÔ Œ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ u: D(U) → C | ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÏ u ∘ i: D(V ) → C | ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.6. ðÕÓÔØ V ⊂ U | ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É u ∈ D^′(U). ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ u ∘ i, ÇÄÅ i: D(V ) ,→ D(U) | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ u|_V .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ u | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U (ÇÌÁÄËÁÑ, ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ É Ô. Ð.), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ u|V ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ f|V .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 37.7. Á) ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ V = ⋃ V_j . åÓÌÉ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ u ∈ D^′(V ) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ u|_{Vj} = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j, ÔÏ u = 0.

Â) ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ V = ⋃ V_j . åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ V_j ÚÁÄÁ- ÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u_j ∈ D^′(V_j) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ u_i|_{Vi∩Vj} = u_j |_{Vi∩Vj} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É j, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ∈ D^′(V ), ÞÔÏ u|_{Vj} = u_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. îÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÕÞÏË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Á) ðÕÓÔØ ’ ∈ D(V ) É K = supp ’. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔ K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ V_{j1} ∪ : : : ∪ V_{jk} ; ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ’ = ’_1 + : : : + ’_k, ÇÄÅ ’_r ∈ D(U) É supp ’_r ⊂ V_{jr} ÄÌÑ ŒÓÅÈ r. ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ

u(’) = k∑ r=1 u(’_k) = k∑ r=1 ( u|_{Vjr} (’_r) ) ; ÔÁË ËÁË ŒÓÅ u|_{Vjr} ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ É u(’) = 0; ÔÁË ËÁË ’ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

Â) õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÕÎÔËÁ (Á); ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’ ∈ D(V ); ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ u(’), ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ supp ’ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏ- ÍÁËÔÅ K ⊂ V . ôÏÇÄÁ, ÏÐÑÔØ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏÁÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ _1; : : : ; _k ∈ D(V ), ÞÔÏ _1 + : : : + _k = 1 ÎÁ K É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÉÎ- ÄÅËÓ j_r, ÞÔÏ supp _r ⊂ V_{jr} . ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ u(’) =

∑_k r=1 u_{jr} (_r’).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ supp ’_n ⊂ K ÄÌÑ ŒÓÅÈ n É ’_n → 0 Œ D(V ), ÔÏ _r’_n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ D(V_{jr} ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r, ÏÔËÕÄÁ u(’_r) → 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ u ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ K É ’_r. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ.

ðÕÓÔØ supp ’ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÅÝÅ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ K^′, É ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔÕŒÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ȷ_1; : : : ; ȷ_l ∈ D(V ) É ÉÎÄÅËÓÙ h_1; : : : ; h_l, ÞÔÏ ∑ ȷ_m = 1 ÎÁ K^′ É supp ȷ_m ⊂ V_{hm} . äÌÑ ŒÓÑËÉÈ r ∈ [1; k] É m ∈ [1; l] ÉÍÅÅÍ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ

u_{jr} |_{Vjr ∩Vhm} = u_{hm} |_{Vjr ∩Vhm} ;

ÏÔËÕÄÁ u_{jr} (ȷ_m_r’) = u_{hm} (ȷ_m_r’). éÍÅÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÕ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÔÁËÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ: k∑ r=1 u_{jr} (_r’) = k∑ r=1 u_{jr}

(_l ∑ m=1 ȷ_m_r’ ) = ∑ r;m u_{jr} (ȷ_m_r’) =

= ∑ r;m u_{hm} (ȷ_m_r’) = ∑ m u_{hm} ( ∑ r ȷ_m_r’ ) = l∑ m=1 u_{hm} (ȷ_m’):

üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ u|_{Vj} = u_j , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ u(’) = u_j (’), ËÁË ÔÏÌØËÏ supp ’ ⊂ V_j . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ K = supp ’, r = 1, Á Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ _1 ŒÏÚØÍÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ Œ V_j , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ K. œŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÅÎÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u ÉÍÅÅÍ u(’) = u_j (_1’) = u_j (’).