ìÅËÃÉÑ 38. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ

ðÕÎËÔÙ (Â) É (Œ) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2 ÎÁŒÏÄÑÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n, ÔÅÍ ÂÙÓÔÒÅÅ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÅÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (É ÏÂÒÁÔÎÏ). üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏŒÏÄÉÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ; ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏ- ÂÏÌÅŒÁ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ. îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÏÎ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÙÞÕÒ- ÎÏ, ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸ = ¸_1; : : : ; ¸_n ∈ R^n, ÔÏ |¸| = (¸^2_1 + : : : + ¸^2_n)^{1=2}. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ¯_s ÍÅÒÕ ÎÁ R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ¯_s(E) = ∫ E (1 + |¸|^2)^sd¯(¸);

ÇÄÅ ¯, ËÁË É ÒÁÎÅÅ | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ, ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ (2ß)^{n=2}.

íÅÒÁ ¯_s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ¯_0 = ¯, É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ D(R^n) ÐÌÏÔÎÏ Œ L^2(R^n; ¯_s) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 34.15). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ L^2(R^n; ¯_s) ⊂ L^2(R^n; ¯_t) ÐÒÉ s ¿ t. ìÅÍÍÁ 38.2. åÓÌÉ | ÛŒÁÒÃÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n É f ∈ L^2(R^n; ¯_s), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∫ R^n(1 + |¸|)

cd¯(¸) ¡ ∞ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c ¡ −n. ðÏÓËÏÌØËÕ (1 + |¸|)^c ∼ (1 + |¸|^2)^{c=2} ÐÒÉ |¸| → +∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∫ R^n

(1 + |¸|^2)^sd¯(¸) ¡ ∞ ⇔ s ¡ −n=2: (38.1)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f ∈ L^2(R^n; ¯_s); ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(¸)(1 + |¸|^2)^{s=2} ∈ L^2(R^n; ¯). ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÁÑ, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0, ÞÔÏ |(¸)|^2(1+|¸|^2)^{−s} ⩽ C ·(1+|¸|)^{−n=2−1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (¸)(1+|¸|^2)^{−s=2} ∈ L^2(R^n; ¯); ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ f(¸)(1+|¸|^2)^{s=2} É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ L^2-ÆÕÎËÃÉÊ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ.

ôÅÐÅÒØ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(R^n; ¯_s) ÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ∈ D^′(R^n), ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ĂÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅĄ ÆÕÎËÃÉÉ f: ÄÌÑ ’ ∈ D(R^n) ÐÏÌÏÖÉÍ (ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÕÑÓØ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ 35.9):

u(’) = ∫ R^n

^’ · fd¯: (38.2) ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38.2), ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ^’ | ÛŒÁÒÃÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 38.2. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ u ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 38.2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ {’_m} | ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ D(R^n), ÎÏ- ÓÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ R^n. ðÏÓËÏÌØËÕ ¯(K) ¡ ∞ É D^ff’_m → 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ K ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff, ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ D^ff’_m ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É Œ L^1(R^n; ¯). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.2), ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸^ff ^’_m ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ R^n; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1+|¸|^2)^t ^’_m(¸) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ R. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ”_m → 0, ÞÔÏ

(1 + |¸|^2)^{−s=2+n=2+1} ^’_m(¸) ⩽ ”_m

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m É ŒÓÑËÏÇÏ ¸ ∈ R^n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

| ^’_m(¸) · f(¸)| = | ^’_m(¸)(1 + |¸|^2)^{−s=2}| · |f(¸) · (1 + |¸|)^{s=2}| ⩽

⩽ ”_m · |f(¸) · (1 + |¸|)^{s=2}| · (1 + |¸|^2)^{−n=2−1}:

ôÁË ËÁË Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÂÁ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑ ÌÅÖÁÔ Œ L^2(R^n; ¯), ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ; ÔÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim ∫ R^n ^’m · f = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ

ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(R^n; ¯_s) ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ (38.2), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ^f. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÛŒÁÒÃÅŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ f ∈ L^2(R^n; ¯_s) ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ∈ R; ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9 ÐÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ^f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38.2), ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u = ^f ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉ- ÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. îÁÐÒÏÔÉŒ, ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÀ »f ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ u.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.4. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → ^f ÉÚ L^2(R^n; ¯_s) Œ D^′(R^n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ∈ L^2(R^n; ¯_s), É ÐÕÓÔØ ∫ ^’ · fd¯(¸) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ’ ∈ D(R^n); ÐÏËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ∫ ^ · fd¯(¸) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÊ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ȷ_m ∈ D(R^n)

ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] É ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉ- ÕÓÁ m Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ȷ_m → Œ L^1-ÍÅÔÒÉËÅ (ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ^ȷ_m ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ^ (ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2Á′); ÐÏÜÔÏÍÕ ∫ ^ · fd¯(¸) = lim_{m→∞} ∫ ^ ȷ_m · fd¯(¸) ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ȷ_m ÌÅÖÉÔ Œ D(R^m), ÉÍÅÅÍ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ∫ ^ ȷ_m · fd¯ = 0, ÔÁË ÞÔÏ ∫ ^ · fd¯ = 0. ôÁË ËÁË ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ, ÉÍÅÅÍ ∫ ˘fd¯ = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÛŒÁÒÃÅŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘ É, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ D(R^n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f = 0.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38.5. ðÕÓÔØ s ∈ R. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ óÏÂÏÌÅŒÁ H_s ⊂ D^′(R^n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^2(R^n; ¯_s) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f → ^f, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38.2).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ H_t ⊂ H_s ÐÒÉ t ¿ s.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_s ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ s ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.6. ðÒÉ s ⩾ 0 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÏÂÏÌÅŒÁ H_s ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ) ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^2(¯_s) ⊂ L^2(¯).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ L^2-ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ f; g ∈ L^2(R^n), Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

åÓÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ óÏÂÏÌÅŒÁ H_t, ÔÏ, ÎÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u ĂÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏĄ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ t. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÐÒÉÚŒÁÎÎÙÈ ÐÏÄÔŒÅÒÄÉÔØ ÜÔÉ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ t ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u ∈ H_t ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÁÍÙÍÉ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.7 (ìÅÍÍÁ óÏÂÏÌÅŒÁ). ðÕÓÔØ r | ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, s ¿ r + (n=2) É H_s | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÏÂÏÌÅŒÁ ÎÁ R^n. ôÏÇÄÁ H_s ⊂ C^r(R^n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ u = ^f ∈ H_s, ÇÄÅ f ∈ L^2(¯_s). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ¸^fff ∈ L^1(¯) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ |ff| ⩽ r. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, |¸^ff| ⩽ |¸|^|ff|, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ |ff| ⩽ r ÉÍÅÅÍ |¸^ff| ⩽ C(1 + |¸|^2)^{r=2} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ

|¸^fff| ⩽ C(1 + |¸|^2)^{r=2}|f| = C(1 + |¸|^2)^{r2 − s2} · |f|(1 + |¸|^2)^{s2} :

œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÌÅÖÉÔ Œ L^2(R^n; ¯) ŒŒÉÄÕ (38.1), Á ŒÔÏÒÏÊ | ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f ∈ L^2(R^n; ¯_s). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ Œ L^1, É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ¸^fff.

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ L^2(¯_s) ⊂ L^2(¯), ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.6 Œ ÓÏŒÏ- ËÕÐÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÍ |ff| ÒÁÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 35.2 (É Ó ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^2 ∩ L^1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ É Œ ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u = ^f ÌÅÖÉÔ Œ C^r(R^n).

åÝÅ ÏÄÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ, ÔÁËÖÅ ÓŒÉÄÅÔÅÌØ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ Ï ÓŒÑÚÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ óÏÂÏÌÅŒÁ É ÇÌÁÄËÏ- ÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ H_r ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ r.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.8. ðÕÓÔØ r | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ

H_r = {f ∈ L^2(¯) | D^fff ∈ L^2(¯) ÐÒÉ |ff| ⩽ r}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ u ∈ H_r; ÔÏÇÄÁ u = ^f, ÇÄÅ f ∈ L^2(¯_r) ⊂ L^2(¯). ðÕÓÔØ ff | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ’ ∈ D(R^n) ÉÍÅÅÍ

(D^ffu)(’) = (−1)^{|ff|}u(D^ff’) = (−1)^{|ff|} ∫ f · (^D^ff’)d¸ = (−i)^{|ff|} ∫ ¸^fff · ^d¸;

(38.3)

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ |ff| ⩽ r, ÔÏ |¸^ff|^2 = O(1 + |¸|^2)^r; ÐÏÓËÏÌØËÕ f ∈ L^(¯_r ), ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¸^fff ∈ L^2(R^n; ¯), ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ (38.3) É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ ÉÍÅÅÍ (D^ffu)(’) = (−i)^{|ff|} ∫ (^¸^fff )’dx;

ÇÄÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ D^ffu ∈ L^2(R^n).

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, D^ffu ∈ L^2 ÐÒÉ |ff| ⩽ r. âÅÒÑ ÏÔ D^ffu ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ¸^ff ^u ∈ L^2 ÐÒÉ |ff| ⩽ r. ðÏÓËÏÌØËÕ

(1 + |¸|^2)^r ⩽ const · ∑ |ff|⩽r |¸^ff|^2;

ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ^u ∈ L^2(R^n; ¯_r); ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.6 ŒËÕÐÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ u ∈ H_r.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ Ï ÓŒÑÚÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ Ó ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.9. åÓÌÉ u ∈ H_s, ÔÏ @u=@x_j ∈ H_{s−1} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ u = ^f, ÇÄÅ f ∈ L^2(R^n; ¯_s), ÔÏ ( @u @x_j ) (’) = −u ( @’ @x_j ) = ∫ R^n

(i¸_jf) · ’d¯:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ L^2(R^n; ¯_s), ÔÏ ¸_j f ∈ L^2(R^n; ¯_{s−1}), ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ |¸_j |^2 ⩽ 1 + |¸|^2.

ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ H_s ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ s ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ ÔÏÌØËÏ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H_s ÎÅ ÌÅÖÁÔ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË, ÍÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÆÁËÔÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.10. åÓÌÉ u ∈ H_s É ’ ∈ D(R^n), ÔÏ ’u ∈ H_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ s | ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 38.8. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, D^ffu ∈ L^2 ÐÒÉ |ff| ⩽ s; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÒÉ |ff| ⩽ s ÉÍÅÅÍ D^ff(’u) = ∑ fi;fl C_{fifl}D^fi ’D^flu, ÇÄÅ |fl| ⩽ s;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅ- ÌÅÍ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ L^2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L^2, ÉÍÅÅÍ D^ff(’u) ∈ L^2 ÐÒÉ |ff| ⩽ s, É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏ- ÌÅŒÁ. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÓÌÉ ’ ∈ D(U) É u ∈ D^′(U), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ’ · u ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ R^n, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ (’u)() = u(’) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ∈ D(R^n) (ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ĂÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍĄ). äÁÌÅÅ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅÍ R^n, ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÏŒÏÒÏË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38.11. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, u ∈ D^′(U) É s ∈ R. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

Á) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ∋ x, V ⊂ U É ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ w ∈ H_s, ÞÔÏ w|_V = u|_V .

Â) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ’ ∈ D(U) ÉÍÅÅÍ ’u ∈ H_s.

åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë H_s. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ U, ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ Ë H_s, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ H_{s;loc}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (Â) ⇒ (Á). äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’ ∈ D(U), ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V ∋ x. éÍÅÅÍ ’u ∈ H_s, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ’u|_V = ’|_V · u|_V = 1 · u|_V = u|_V .

(Á) ⇒ (Â). ðÕÓÔØ supp ’ = K. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (Á) É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ V_1; : : : ; V_m ⊂ U, ÆÕÎËÃÉÉ ’_1; : : : ; ’_m ∈ D(U) É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ w_1; : : : ; w_m ∈ H_s, ÞÔÏ K ⊂ ⋃ V_j , supp ’_j ⊂ V_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j, ∑ ’_j = 1 ÎÁ K É w_j |_{Vj} = u|_{Vj} ÄÌÑ ŒÓÅÈ j. ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ ’u = ∑ (’·’_j)·u = ∑ (’·’_j)·w_j, É ŒÓÅ (’ · ’_j ) · w_j ÌÅÖÁÔ Œ H_s ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 38.10.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 38.12. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, r | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ” ¿ 0. ôÏÇÄÁ C^r(U) ⊂ H_{r;loc}(U) É H_{r+n=2+”;loc} ⊂ C^r(U).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÔÏÒÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ óÏÂÏÌÅŒÁ, Á ÐÅÒ- ŒÏÅ | ÉÚ 38.11 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 38.8.

ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_{s;loc} ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ s ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.8); ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.