ìÅËÃÉÑ 39. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ŒÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ËÏÌØÃÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÈ C^∞-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÎÅ O(U), Á ÐÒÏÓÔÏ O. ðÕÓÔØ d | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L: O → O, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ L: f → ∑ p_ffD^fff;

ÇÄÅ p_ff ∈ O É ff ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ ŒÅÓÁ ⩽ d.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ.

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ p_ff ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ L. íÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ; ÞÉÔÁÔÅÌØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÔÅÒÑÅÔ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ L = ∑ p_ffD^ff, ÇÄÅ p_ff ∈ O.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 39.1 ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÅÝÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ; ÎÉÖÅ ÍÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.2. ðÏÒÑÄËÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L = ∑ p_ffD^ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÅ ÒÁŒÎÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ p_ff, ÇÄÅ |ff| = k.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÒÑÄÏË | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÑËÏÅ (ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ) ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄÏË 1.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅ- ÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ D_k. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, D_0 = O, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ 0 ÓÕÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.3. ðÕÓÔØ L = ∑ p_ffD^ff | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Symb(L) ∈ O[¸_1; : : : ; ¸_n], ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Symb(L) = ∑ |ff|=d p_ff¸^ff:

ëÏÌØÃÏ O[¸_1; : : : ; ¸_n] | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ËÏÌØ- ÃÏÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÈÏÔÑ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ¸_j ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÙÓÌÉÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.12). ðÏÄ- ÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍŒÏÌ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ).

þÔÏÂÙ ÏÓŒÏÉÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ, ÎÏ ŒÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.4. a) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ; ÅÓÌÉ L_1 ∈ D_{k1} , L_2 ∈ D_{k2} , ÔÏ L_1 ∘ L_2 ∈ D_{k1 +k2} .

Â) åÓÌÉ L_1 = ∑ p_ffD^ff ∈ D_{k1} , L_2 = ∑ q_fi D^fi ∈ D_{k2} É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ L_1 ∘ L_2 ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË k_1 + k_2, ÔÏ Symb(L_1 ∘ L_2) = Symb(L_1) · Symb(L_2); ÐÏÒÑÄÏË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ L_1 ∘L_2 ÍÅÎØÛÅ k_1+k_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Symb(L_1) · Symb(L_2) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

Œ) åÓÌÉ L_1 ∈ D_{k1} , L_2 ∈ D_{k2} , ÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [L_1; L_2] ÌÅÖÉÔ Œ D_{k1+k2 −1}.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ) ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ L_1 = ∑ p_ffD^ff ∈ D_{k1} , L_2 = ∑ q_fiD^fi ∈ D_{k2} É ’ ∈ O, ÔÏ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÎÅ- ÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

L_1(L_2(’)) = ∑ |ff|=k_1 |fi|=k_2

p_ffq_fi D^{ff+fi}’ +

(ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ) ;

ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Á) É (Â). îÁËÏÎÅÃ, (Œ) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ (Â) É ËÏÍÍÕÔÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ O(U) = C^∞(U) Œ ÓÅÂÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ L | ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d, ÔÏ L ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÉÚ C^m(U) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m ⩾ d É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ ÉÚ C^m(U) Œ C^{m−d}(U); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÓÑËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ D^′(U) Œ

D^′(U). îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ L | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ’ ∈ D(U), ÔÏ L’ ÔÁËÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ L É ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ D(U); ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ.

éÍÅÎÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ D(U) ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (f; g) = ∫ U f —gd¯

(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ D(U) ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ L^2).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ L | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ U; ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ D(U).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.5. ïÐÅÒÁÔÏÒ L^∗ : D(U) → D(U), ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë L, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ; ÅÓÌÉ L = ∑ |ff|⩽d p_ffD^ff; ÔÏ L^∗ = ∑ |ff|⩽d (−1)^{|ff|}D^ff ∘ p_ff: (39.1)

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (·; ·), ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë L, ÅÓÌÉ (Lu; v) = (u; L^∗v) ÄÌÑ ŒÓÅÈ u; v ∈ L. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (39.1) ÓÔÏÑÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ (L_1 + L_2)^∗ = L^∗_1 + L^∗_2 É (L_1 ∘ L_2)^∗ = L^∗_2 ∘ L^∗_1, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ L^∗_1 É L^∗_2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ É Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ D^ff. œŒÉÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ f’ · — = g · f, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ —f ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ’; ∈ D(U), ÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÏÂÙÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∫ U @’ @x_j

· —dx_1; : : : ; dx_n = − ∫ U ’ · @ — @x_n dx_1; : : : ; dx_n = = − ∫ U ’ · ( @ @x_n ) dx_1; : : : ; dx_n;

ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ −@=@x_j ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë @=@x_j, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (−1)^{|ff|}D^ff ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë D^ff. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (39.1) É ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 39.6. åÓÌÉ L | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d, ÔÏ L^∗ | ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Symb(L^∗) = (−1)^dSymb(L).

þÅÒÔÁ ÎÁÄ Symb(L) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ: ∑ f_ff¸^ff = ∑ f_ff¸^ff:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (39.1).

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

þÅÒÅÚ O^k , ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ k ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ O (Ô. Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ k ÆÕÎËÃÉÊ f_1; : : : ; f_k); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ (D(U))^k, (D^′(U))^k É Ô. Ð.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.7. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L: O^k → O^l ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÍ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ l×k- ÍÁÔÒÉÃÁ ‖L_{ij} ‖ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 39.1, ÞÔÏ L(f_1; : : : ; f_k) = (∑ L_{1j} f_j ; : : : ; ∑ L_{lj} f_j ) : œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÓÁÔØ L = ‖L_{ij} ‖.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÉÍŒÏÌÁ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÙÇÌÑÄÑÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.8. ðÕÓÔØ L = ‖L_{ij} ‖ | ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ O^k Œ O^l. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_{ij} .

åÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L = ‖L_{ij} ‖ ÒÁŒÅÎ d, ÔÏ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ l ×k-ÍÁÔÒÉÃÁ ‖P_{ij} ‖, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ O[¸_1; : : : ; ¸_n], ÇÄÅ P_{ij} = { Symb L_{ij} ; ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË L_{ij} ÒÁŒÅÎ d; 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.9. Á) åÓÌÉ L_1 : O^k → O^l | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d_1, Á L_2 : O^l → O^m | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d_2, ÔÏ L_2 ∘ L_1 : O^k → O^m | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ d_1 + d_2. åÓÌÉ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ d_1 + d_2, ÔÏ Symb(L_2 ∘ L_1) = Symb(L_2) Symb(L_1) (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ). ðÏÒÑÄÏË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ L_1 ∘ L_2 ÍÅÎØÛÅ d_1 + d_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Symb(L_1) Symb(L_2) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.4.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.10. åÓÌÉ L: O^k → O^l | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d, É ÅÓÌÉ u ∈ H_{s;loc}(U)^k, ÔÏ Lu ∈ H_{s−d;loc}(U)^l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 38.9 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÕÍÅÎØ- ÛÁÅÔ ÎÏÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, Á ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 38.10 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÏÍÅÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ D(U)^k ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(’_1; : : : ; ’_k; _1; : : : ; _k) = (’_1; _1) + : : : + (’_k; _k):

íÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.11. ðÕÓÔØ L: O^k → O^l | ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖L_{ij} ‖. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L^∗ : O^l → O^k , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖L^∗_{ji}‖ (ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë L Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ (L’; ) = (’; L^∗)

ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ’ ∈ D(U)^k É ∈ D(U)^l.

ðÏÒÑÄËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L É L^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. éÍÅÅÍ Symb(L^∗) = (−1)^{dt}Symb(L) (ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ), ÇÄÅ d | ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÄÌÑ P = ∑ p_ff¸^ff ∈ O[¸_1; : : : ; ¸_n] ÐÏÌÁÇÁÅÍ —P = ∑ p_ff¸^ff.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.5 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 39.6.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ŒÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ∑ f_i(x)(@=@¸_i) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ; ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁŒÅÎ 1, Á ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎ ∑ p_i(x)¸_i.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ = @^2 @x^2_1

+ : : : +

@^n @x^2_n ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁÐÌÁÓÁ; ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁŒÅÎ 2, Á ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎ ¸^2_1 + : : : + ¸^2_n.

á ŒÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ É f : U → C | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1. äÁŒÁÊÔÅ ŒÙÑÓÎÉÍ, ÐÒÉ ËÁ- ËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ C ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(p): C → C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÉÎÙ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ f(x + iy) = u(x; y) + iv(x; y), ÔÏ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ (_{@u} @x @u @y @v @x @v @y ) ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C Œ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ C - ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(_{a b}

−b a ) . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = u + iv ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ: @u @x = @v @y ; @u @y = − @v @x : üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, Á ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

L: (u; v) → ( @u @x − @v @y ; @u @y + @v @x ) ; ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ.

œ ËÕÒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ŒÙ ÕÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ C^1- ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÅÍËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ; ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ŒÓÑËÁÑ C^2-ÆÕÎËÃÉÑ f, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ìÁÐÌÁÓÁ ´f = 0. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÖÉÄÁÔØ a priori.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÐÏŒÙÛÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÅÓÌÉ L | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

Lf = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÁ ÆÁÚÏŒÙÈ ËÒÉŒÙÈ) ÇÌÁÄËÏÊ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ. åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÁÅÔ ĂŒÏÌÎÏŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒĄ @^2=@x^2 − @^2=@t^2 ÎÁ R^2: ÅÓÌÉ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u: (x; t) → f(x + t) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÕÄŒÏÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ĂŒÏÌÎÏŒÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀĄ

@^2u @x^2 − @^2u @t^2

= 0:

ĂôÅÏÒÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉĄ, ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÅÒÛÉÔÓÑ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ É ŒÅÓØ ËÕÒÓ, ŒÙÄÅÌÑÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÜÆÆÅËÔ ÐÏŒÙÛÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.12. íÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L: O^k (U) → O^l(U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U É ŒÓÑËÏÇÏ ¸ = ¸_1; : : : ; ¸_n ∈ R^n \ (0; : : : ; 0) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ Symb_{x;¸}(L) ÚÁÄÁÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C^k Œ C^l , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Symb_{x;¸}(L) ÏÂÏÚÎÁÞÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÓÉÍŒÏÌ ÐÁÒÙ (x; ¸) ∈ U × R^n.

œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ìÁÐÌÁÓÁ É ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ, Á ŒÏÌÎÏŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÉÍŒÏÌ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¸^2 − ȷ^2, ÔÁËÏŒÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. îÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ- ÓËÉÍ É ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ (ÐÒÉ n ¿ 1).

ôÅÏÒÅÍÁ 39.13 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ L: C^∞(U)^k → C^∞(U)^l | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d É f ∈ C^d(U)^k. åÓÌÉ Lf ∈ C^∞(U)^l, ÔÏ É f ∈ C^∞(U)^k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 39.14. ðÕÓÔØ L: C^∞(U)^k → C^∞(U)^l | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d É f ∈ C^d(U)^k. åÓÌÉ Lf = 0, ÔÏ f ∈ C^∞(U)^k.

ôÅÏÒÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 38.12 É ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.15. ðÕÓÔØ L: C^∞(U)^k → C^∞(U)^l | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ d, É ÐÕÔØ u ∈ H_{t;loc}(U)^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ R. åÓÌÉ Lu ∈ H_{s;loc}(U)^l, ÔÏ u ∈ H_{s+d;loc}(U)^l.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÔÏÍ ÕÐÒÏÝÁÀÝÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÉ, ÞÔÏ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ L ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ D^ff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |ff| = d, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ (ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔŒ ÍÁÔÒÉÃÙ Symb(L) ÌÅÖÁÔ ÎÅ Œ O[¸_1; : : : ; ¸_d], Á Œ C [¸_1 ; : : : ; ¸_d]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÓŒÅÄÅÍ ŒÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ËŒÁÄÒÁÔ- ÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë ÓÌÕÞÁÀ k = l. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ L | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÕÄÅÔ É ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ L^∗L: O^k → O^k. éÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ Symb_{x;¸} ÍÁ- ÔÒÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÓÉÍŒÏÌ ÐÁÒÙ (x; ¸) ∈ U × R^n. åÓÌÉ A = Symb_{x;¸}(L), ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.11 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Symb_{x;¸}(L^∗) = (−1)^d ·^t —A =: A^∗. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (−1)^dA^∗A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

A^∗Av = 0 ⇒ (A^∗Av; v) = 0 ⇒ (Av; Av) = 0 ⇒ Av = 0 ⇒ v = 0:

ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ L^∗L ÒÁŒÅÎ 2d, Á ÉÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A^∗A ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Lu ∈ H_{s;loc}, ÔÏ L^∗Lu ∈ H_{s−d;loc} ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 39.10. åÓÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ O^k Œ O^k , ÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ óÏÂÏÌÅŒÁ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ s − d + 2d = s + d, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œŒÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ L: O^k → O^k . ðÕÓÔØ u ∈ H_{t;loc}(U)^k É Lu ∈ H_{s;loc}(U)^k (ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÐÉÓÁÔØ H_{s;loc}, H_{t;loc} É Ô. Ð.). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÞÔÏ u|_V ∈ H_{s+d;loc}.

äÌÑ x ∈ U ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÀ ’ ∈ D(U), ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ∋ x. éÍÅÅÍ L(u) − Łu = [L; ]u, ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ; ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÑÓÎÏ (ÓÒ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 39.4Œ), ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ⩽ d−1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, [L; ] | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ D(U); ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ ÎÁ R^n, ÔÁË ÞÔÏ É [L; ] ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ R^n. îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u É v ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ R^n (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅËÃÉÀ).

éÍÅÑ ŒÓÅ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

L(u) = Ł(u) + [L; ]u = v + [L; ]u;

ÐÒÉÞÅÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÄÉÔ Œ H_s, Á ŒÔÏÒÏÅ | Œ H_{t−d+1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, L(u) ∈ H_{min(t−d+1;s)}.

ìÅÍÍÁ 39.16. u ∈ H_{min(t+1;s+d)}.

œÙŒÏÄ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ. âÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍ- ÍÕ (ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÓÕÖÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V É ŒÙÂÉÒÁÑ ÎÏŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’), ÐÏËÁ u ∈ H_t, ÇÄÅ t ¡ s + d.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 39.16. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L Œ ŒÉÄÅ L = L_1 +L_2, ÇÄÅ L_1 | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ d (ŒŒÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ), Á L_2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ d − 1.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

L_2(u) = d−1∑ j=0 _j M_j u; (39.2)

ÇÄÅ _j ∈ D(U) É M_j | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ k × k) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ U, ÉÍÅÀÝÉÊ ÐÏÒÑÄÏË j. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (39.2) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ D^′(R^n)^k, ÐÒÉ- ÞÅÍ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.10 ÜÔÏ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ H_{t−d+1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, L_1(u) ∈ H_{min(t−d+1;s)} = H_œ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ u = w.

ôÁË ËÁË L_1 | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÅÇÏ ÓÉÍ- ŒÏÌ (ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ k × k-ÍÁÔÒÉÃÕ p_{ij} ÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ¸_1; : : : ; ¸_n, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ w = (w_1; : : : ; w_k) ∈ (H_t)^k, ÇÄÅ w_j = ^f_j , f_j ∈ L^2(¯_t), ÔÏ L_1w = (^g_1; : : : ; ^g_k), ÇÄÅ g_j = ∑ p_{jr}f_r .

œŒÉÄÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖p_{ij} (¸)‖ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÐÒÉ ¸ ≠ 0. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÎÅÊ ÍÁÔÒÉÃÕ ~Q(¸) = ‖q_{ij} (¸)‖; ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ −d. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¸ ≠ 0 ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ Œ ÜÔÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ

A = sup_{|v|=1;} |¸|=1 | ~Q(¸)v| |v| ËÏÎÅÞÎÁ; ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

|Q(¸)v| ⩽ A|¸|^{−d}|v| (39.3)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ R^k É ¸ ∈ R^n \ {(0; : : : ; 0)}.

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ

Q(¸) = { ~Q(¸); |¸| ⩾ 1;

0; |¸| ¡ 1;

É ÐÕÓÔØ r = Qg, ÇÄÅ L_1w = (^g_1; : : : ; ^g_k). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r_j ∈ L^2(¯_{œ+d}) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, r_j (¸) = 0 ÐÒÉ |¸| ¡ 1, Á ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ¸ ÉÍÅÅÍ, ŒŒÉÄÕ (39.3):

|r_j(¸)| ⩽ |r(¸)| = |Q(¸)g(¸)| ⩽ A|¸|^{−d}|g(¸)| ⩽ k · A|¸|^{−d} ∑ |g_j(¸)|;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ∑ | g_j | ∈ L^2(¯_œ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ^r ∈ H_{œ+d}; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

f(¸) − Q(¸)g(¸) = { 0; |¸| ⩾ 1; f(¸); |¸| ¡ 1:

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ŒÅËÔÏÒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÅÒÅÚ F = (F_1; : : : ; F_k), ÔÏ F_j ∈ L^2(¯_˘) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ R, ÔÁË ÞÔÏ ^F ∈ H_˘ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÅËÔÏÒ w ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ŒÅËÔÏÒÁ ^(Q(¸)g) = ^r, ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ Œ H_{œ+d}, É ŒÅËÔÏÒÁ ^F , ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ŒÏÏÂÝÅ ŒÏ ŒÓÅÈ H_˘. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ u = w ∈ H_{œ+d} = H_{min(t+1;s+d)}, É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÀ ÉÚÌÏÖÅÎÎÕÀ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÔÅÏÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ Ó ÏÂÌÁÓÔÅÊ Œ R^n ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ; ŒÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÜÔÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ Œ ÄÒÕÇÉÈ ËÕÒÓÁÈ.