áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 7 (ÏÓÅÎØ 2007, 3 ÓÅÍÅÓÔÒ)

L^1, L^2 É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ

1. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L^2(X; ¯) ⊂ L^1(X; ¯), ÅÓÌÉ ¯(X) ¡ ∞.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, L^2(X; ¯) ⊄ L^1(X; ¯), ÅÓÌÉ ¯(X) = ∞. 2. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L^1(R^n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L^2(R^n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. 3. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(R^n) (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÌÏÔÎÏÅ Œ L^2(R^n).

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(R^n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ 1, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ Œ L^2(R^n).

4. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C(R) ∩ L^1(R), ÐÒÉÞÅÍ f_n → f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ R É f ∈ L^1(R). óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ f_n → f Œ L^1(R)?

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÎÑÔÙÈ ÎÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

^f(t) = 1 (2ß)^{n=2} ∫ f(x)e^{−i⟨x;t⟩}dx_1 : : : dx_n:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ e^{−(x21+:::+x2n)=2} ÒÁŒÎÏ e^{−(t21+:::+t2n )=2}.

5. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = e^{−|x|} ÎÁ R. 6. ðÕÓÔØ Q | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = e^{−t xQx} ÎÁ R^n (ÇÄÅ x = (x_1; : : :; x_n) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ). 7. ðÕÓÔØ

f(x) = { x^2; −1 ⩽ x ⩽ 1; 0 ÉÎÁÞÅ:

ìÅÖÉÔ ÌÉ ^f Œ L^1(R)?

8. Á) ðÕÓÔØ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ^f | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÅÓÌÉ f ∈ L^1(R) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ^f ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ, ÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

Œ) ðÕÓÔØ f ∈ D(R) É ^f ∈ D(R). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f = 0.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ R^n Œ ÇÒÕÐÐÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁŒÎÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x → e^{i⟨x;a⟩} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ R^n.