áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 8 (ÏÓÅÎØ 2007, 3 ÓÅÍÅÓÔÒ)

òÑÄÙ æÕÒØÅ É ÐÒÏÞÅÅ

1. ðÕÓÔØ a; b ¿ 0. îÁÊÄÉÔÅ ÓŒÅÒÔËÕ ÆÕÎËÃÉÊ e^{−a|x|2} É e^{−b|x|2} ÎÁ R^n (ÎÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ ÐÒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÕ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ!).

2. ðÕÓÔØ S^{n−1} ⊂ R^n | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ R^n Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÏÊ. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ R^n É S^{n−1} ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÐÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ œ ∈ ˙^{n−1}(S^{n−1}) ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÓÑËÏÍÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; : : :; e_{n−1} ∈ T_pS^{n−1} ÏÂSSÅÍ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ e_1; : : :; e_{n−1} (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, œ | ÜÔÏ ĂÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁĄ).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ œ = n∑ j=1 (−1)^{j−1}x_j dx_1 ∧ : : : ∧ dx_{j−1} ∧ dx_{j+1} : : : ∧ dx_n;

ÇÄÅ x_1; : : : ; x_n | ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^n.

Â) ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : S^{n−1} × (0; +∞) → R^n ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (u; r) → ru (ĂÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙĄ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’^∗(dx_1∧: : :∧dx_n) = r^{n−1}p^∗_1œ ∧ p^∗_2dr, ÇÄÅ p_1 É p_2 | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

Œ) äÌÑ ËÁËÉÈ ff ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ (1 + |x|)^ff ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R^n?

3. ôÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ S(R^n), ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 4, ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ±1 É ±i. œÓÅ ÌÉ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ?

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ T ÅÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ æÕÒØÅ ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a_n}_{n∈Z}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |a_n| = O(|n|^{−K}) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ K ¿ 0.

5. Á) ðÕÓÔØ f ∈ S(R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑ n∈Z f(2ßn) = 1 √ 2ß ∑ n∈Z ^f(n)

(ĂÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁĄ). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÌÏÖÉÔÅ g(x) = ∑ f(x + 2ßn).)

Â) äÌÑ t ¿ 0 ÐÏÌÏÖÉÍ `(t) = ∑ n∈Z e^{−n2t}:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

`(t) = √ ß t ` ( ß^2 t ) :

6. ðÕÓÔØ f; g ∈ C^2(T), ÐÒÉÞÅÍ ^f (n) = ^g(n) = 0 ÐÒÉ n ¡ 0.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ h = fg ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ ^h(n) = 0 ÐÒÉ n ¡ 0. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ u = e^f ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ ^u(n) = 0 ÐÒÉ n ¡ 0. Œ) œÅÒÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ f É g ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ T?

7. ðÕÓÔØ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^1(T) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f Œ L^1-ÍÅÔÒÉËÅ.