íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. œÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

óÉÍŒÏÌÏÍ R^n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (x_1; : : : ; x_n) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÂÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. œÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ | ÐÏÞÌÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ x = (x_1; : : : ; x_n); y = (y_1; : : : ; y_n) ∈ R^n, ˘ ∈ R, ÔÏ x + y^{def}= (x_1 + y_1; : : : ; x_n + y_n), ˘x^{def}= (˘x_1; : : : ; ˘x_n).

ïÔÒÅÚËÏÍ [a; b] Ó ËÏÎÃÁÍÉ a; b ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ ˘_1a + ˘_2b, ÇÄÅ ˘_1; ˘_2 ≥ 0 É ˘_1 + ˘_2 = 1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ a; b ∈ X ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ: [a; b] ⊂ X. ðÒÉÍÅÒÙ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ:

ðÒÉÍÅÒ 1. ïÔÒÅÚÏË [a; b] ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R^n (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {a} = [a; a]). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ c = ˘_1a+˘_2b, d = ¯_1a+¯_2b, ÇÄÅ ˘_i; ¯_i ≥ 0 É ˘_1 +˘_2 = ¯_1 +¯_2 = 1. ðÕÓÔØ x ∈ [c; d], ÔÏ ÅÓÔØ x = ˚_1c+˚_2, ˚_1; ˚_2 ≥ 0, ˚_1 + ˚_2 = 1. ôÏÇÄÁ x = (˚_1˘_1 + ˚_2¯_1)a + (˚_1˘_2 + ˚_2¯_2)b. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ˚_1˘_1 + ˚_2¯_1; ˚_1˘_2 + ˚_2¯_2 ≥ 0, É ˚_1˘_1 + ˚_2¯_1 + ˚_1˘_2 + ˚_2¯_2 = ˚_1(˘_1 + ˘_2) + ˚_2(¯_1 + ¯_2) = ˚_1 + ˚_2 = 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ x ∈ [a; b], ÔÏ ÅÓÔØ [c; d] ⊂ [a; b], ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ðÒÉÍÅÒ 2. áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ (x_1; : : : ; x_n), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ’(x) = q, ÇÄÅ ’(x)^{def}= p_1x_1 + · · · + p_nx_n, Á p_1; : : : ; p_n; q ∈ R. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ’(x + y) = ’(x) + ’(y) É ’(˘x) = ˘’(x). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ’(a) = ’(b) = q, ÔÏ ’(˘_1a + ˘_2b) = ˘_1’(a) + ˘_2’(b) = q.

ðÒÉÍÅÒ 3. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ’(x) ≤ q, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ’ | ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ’(x) ¡ q.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÙÐÕËÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ R^n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ (ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ŒÙÐÕËÌÏ.

åÓÌÉ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ 1, ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏ ÛÉÒÏË: ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ), ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

óËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ (x; y)^{def}= x_1y_1 + · · · + x_ny_n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ’(x) = (p; x), ÇÄÅ p^{def}= (p_1; : : : ; p_n).

îÏÒÍÏÊ ŒÅËÔÏÒÁ x = (x_1; : : :; x_n) ÎÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ |x|^{def}= √ (x; x) = √ x^2_1 + · · · + x^2_n. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x É y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ d(x; y)^{def}= |x − y|. ûÁÒÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ u ∈ R^n É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R ≥ 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙(u; R)^{def}= {x ∈ R^n | d(x; u) ≤ R}.

ðÒÉÍÅÒ 4. ûÁÒ ˙ | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄŒÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 1. 1) óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ (ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ): (˘x+¯y; z) = ˘(x; z)+ ¯(y; z) ∀˘; ¯ ∈ R; x; y; z ∈ R^n, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

2) óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: (x; y) = (y; x).

3) óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ: (x; x) ≥ 0 ∀x ∈ R^n, É (x; x) = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. éÚ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ŒÅËÔÏÒÁ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 1: |˘x| = |˘| |x|, ÇÄÅ x ∈ R^n É ˘ ∈ R.

ìÅÍÍÁ 2 (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ{ûŒÁÒÃÁ). (x; y)^2 ≤ (x; x)(y; y) = |x|^2 |y|^2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ x É y ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ y = 0, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ y ≠ 0, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(t)^{def}= |x − ty|^2 = (x − ty; x − ty) = (x; x) − 2t(x; y) + t^2(y; y). üÔÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ ŒÓÀÄÕ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D = (x; y)^2 − (x; x)(y; y) ≤ 0. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÎÕÌÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ t ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |x − ty| = 0. üÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x − ty = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x = ty. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÛÁÒÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ u ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÛÁÒ ˙(0; R) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ: (a; x) ≤ R ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ |a| ≤ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ ˙(0; R), ÔÏ ÅÓÔØ |x| ≤ R. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ{ûŒÁÒÃÁ (a; x) ≤ |a| |x| ≤ R. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ (a; x) ≤ R ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ |a| ≤ 1. ôÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a ÍÏÖÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÚÑÔØ ŒÅËÔÏÒ^x_{|x|} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ | | |^x_{|x|} | | | =^{|x|}_{|x|} = 1. ôÏÇÄÁ |x| = (x; x)= |x| =

(_x |x| ; x ) ≤ R, ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ ˙(0; R). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ ÛÁÒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1. □

æÕÎËÃÉÑ d, ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. 1) d(x; y) ≥ 0, ÐÒÉÞÅÍ d(x; y) = 0 ⇔ x = y.

2) d(x; y) = d(y; x).

3) (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) d(x; z) ≤ d(x; y)+d(y; z); ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ y ∈ [x; z].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÌÅÍÍÙ 1. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 | ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÌÅÍÍÙ 1).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ u = x − y, v = y − z, ÔÏÇÄÁ x − z = u + v. éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (u; v) ≤ |u| |v|. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÌÅÍÍÙ 1, |u + v|^2 = |u|^2 + |v|^2 + 2(u; v), ÏÔËÕÄÁ d^2(x; z) = |u + v|^2 ≤ ( |u| + |v|)^2 = (d(x; y) + d(y; z))^2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (u; v) = |u| |v|; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ) ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ËÏÇÄÁ u = ˘v, ÇÄÅ ˘ ≥ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ x − y = ˘(y − z), ÔÏ ÅÓÔØ y =^1_{1+˘} x +^˘_{1+˘} z, ÔÏ ÅÓÔØ y ∈ [x; z]. □

œÙÐÕËÌÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ y_1; : : : ; y_N ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÉÄÁ y =

∑_N k=1 ˘_ky_k, ÇÄÅ ŒÓÅ ˘_k ≥ 0, É

∑_N k=1 ˘_k = 1.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ a; b | ŒÙÐÕËÌÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ y_1; : : : ; y_N ∈ R^n. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ŒÙÐÕËÌÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ.

äÌÑ N = 2 ÌÅÍÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a = ∑ k ˘_ky_k É b = ∑ k ¯_ky_k. ôÏÇÄÁ ˚_1a + ˚_2b = ∑ k(˚_1˘_k + ˚_2¯_k)y_k. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ˚_1˘_k + ˚_2¯_k ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ∑ k ˚_1˘_k + ˚_2¯_k = ˚_1 + ˚_2 = 1. □

ðÕÓÔØ M ⊂ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÔÏÞÅË y_1; : : : ; y_N ∈ M (ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ N ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ co M . éÚ ÌÅÍÍÙ 3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ co M ŒÙÐÕËÌÏ. œÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: L^{def}= {x ∈ R^n | (p_1; x) = q_1; : : : ; (p_k; x) = q_k}. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ X ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ X ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÒÁÎØÀ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X \ F ŒÙÐÕËÌÏ É F = X ∩ L ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊂ R^n. åÓÌÉ ÇÒÁÎØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÏÊ; ÅÓÌÉ ÇÒÁÎØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ’ : R^n → R | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ c ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’(x) ≤ c ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^{def}= {x ∈ X | f(x) = c}, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a; b ∈ X \ F , Ô.Å. f(a); f(b) ¡ c. ôÏÇÄÁ f(˘_1a + ˘_2b) = ˘_1f(a) + ˘_2f(b) ¡ c, ÐÏÓËÏÌØËÕ ˘_1; ˘_2 ≥ 0. ôÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X \ F ŒÙÐÕËÌÏ. □

ðÒÉÍÅÒ 5. õ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ É ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍÉ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!) | ÏÔÓÀÄÁ É ÎÁÚŒÁÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 6. õ ÛÁÒÁ ˙ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ˙ = ˙(0; R), É |y| = R. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x)^{def}= (y; x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ’(y) = R. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ x ∈ ˙(0; R) É x ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ y, ÐÏ ÎÅÒÁŒÎÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ{ûŒÁÒÃÁ ÉÍÅÅÍ |’(x)| ¡ |x| |y| ≤ R, ÏÔËÕÄÁ

’(x) ¡ R. åÓÌÉ x ∈ ˙(0; R) É x = ˘y, x ≠ y, ÔÏ −1 ≤ ˘ ¡ 1. ïÔÓÀÄÁ ’(x) = ˘’(y) ¡ R. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ {y} = {x ∈ ˙(0; R) | ’(x) = R}, É ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ y | ŒÅÒÛÉÎÁ.

óÁÍ ÛÁÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ n-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ, É ÂÏÌØÛÅ ÇÒÁÎÅÊ Õ ÛÁÒÁ ÎÅÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ëÓÔÁÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÒÅÂÒÁ. õ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÛÁÒÁ {x ∈ R | |x − u| ¡ R} ÇÒÁÎÅÊ ÎÅÔ ŒÏŒÓÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô.Å. ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË), ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÎÅŒÅÒÅÎ:

ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^4 ŒÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ M ÔÏÞÅË a_0 = (0; 0; 0; 0); a_1 = (1; 1; 1; 1); a_2 = (2; 4; 8; 16); : : : ; a_N = (N; N^2; N^3; N^4). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ a_k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a_k | ŒÅÒÛÉÎÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_k(t) = (t−k)^{4 def}= t^4 +p_3t^3 +p_2t^2 +p_1t+p_0 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ p_3 = −4k; p_2 = 6k^2; p_1 = −4k^3; p_0 = k^4, ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ). óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x_1; x_2; x_3; x_4) = x_4 +p_3x_3 +p_2x_2 +p_1x_1. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, f(a_s) = (s−k)^4 −p_0, Ô.Å. f(a_k) = −p_0 É f(a_s) ¿ −p_0 ÐÒÉ s ≠ k. åÓÌÉ x ∈ M \ {a_k}, ÔÏ x = ∑ ˘_sa_s, ÇÄÅ ˘_i ¿ 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i ≠ k. ôÏÇÄÁ f(x) = ∑ s ˘_sf(a_s) ¿ −p_0. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a_k | ŒÅÒÛÉÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ a_k É a_l ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{kl}(t) = (t − k)^2(t − l)^{2 def}= t^4 + q_3t^3 + q_2t^2 + q_1t + q_0 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ q_3 = −2(k + l), É Ô.Ä.) É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g(x_1; x_2; x_3; x_4) = x_4 + q_3x_3 + q_2x_2 + q_1x_1. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ g(a_s) = (s − k)^2(s − l)^2 − q_0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g(a_k) = g(a_l) = −q_0, É g(a_s) ¿ −q_0 ÐÒÉ s ≠ k; l. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ g(x) = −q_0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ [a_k; a_l]. äÁÌÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÅÓÌÉ x ∈ M \ [a_k; a_l], ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x = ∑ ˘_sa_s, ÇÄÅ ˘_i ¿ 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i ≠ k; l. ïÔÓÀÄÁ g(x) = ∑ s ˘_sg(a_s) ¿ −q_0. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ [a_k; a_l] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ M .