íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

ìåëãéñ 10

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. æÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, b ∈ X | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÅÔÌÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : [0; 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(0) = fl(1) = b. çÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÐÅÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : [0; 1] × [0; 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ø ∈ [0; 1] ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ `|_{[0;1]×{ø}} = `(·; ø ) : [0; 1] → X | ÐÅÔÌÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ `(0; ø ) = `(1; ø ) ≡ b | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ. ðÅÔÌÉ fl_0 É fl_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ fl_0 ∼ fl_1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ `, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÜÔÉ ÐÅÔÌÉ, Ô.Å. ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fl_i(t) = `(t; i), i = 0; 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔÉ ÐÅÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: a ∼ a (ÒÅ- ÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ), a ∼ b ⇐⇒ b ∼ a (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ), a ∼ b &b ∼ c =⇒ a ∼ c (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ: ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ `(t; ø )^{def}= a(t), ∀t ∈ [0; 1], ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÐÅÔÌÀ a Ó ÓÏÂÏÊ. óÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ` ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÐÅÔÌÉ a É b, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ~`(t; ø )^{def}= `(t; 1 − ø ) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÐÅÔÌÉ b É a.

ôÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ `_1 ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b, Á `_2 | b É c, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ `(t; ø ) = { `_1(t; 2ø ); 0 ≤ ø ≤ 1=2; `_2(t; 2ø − 1); 1=2 ≤ ø ≤ 1 ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É c. çÏÍÏÔÏÐÉÑ ` ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ: ÐÒÉ ø ≠ 1=2 ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ `_1 É `_2, Á ÐÒÉ ø = 1=2 | ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ `_1(1) = b = `_2(0). □

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ß_1(X; b).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X = R^n. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÔÌÉ fl ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ `(t; ø ) = (1 − ø )fl(t), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ fl Ó ÐÅÔÌÅÊ n(t) ≡ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ß_1(R^n; 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ X = S^1 (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). òÅÁÌÉÚÕÅÍ X ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {z ∈ C | |z| = 1} É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ b = 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚŒÅÒÔËÏÊ ÐÅÔÌÉ fl : [0; 1] → S^1, ÅÓÌÉ f(0) = 0 É f(t) ∈ Arg fl(t) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ [0; 1]; ÚÄÅÓØ Arg z ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ S^1 (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ó ÛÁÇÏÍ 2ß).

ìÅÍÍÁ 1 (ÐÒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÔÌÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T = {t ∈ [0; 1] | f(s) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÐÒÉ s ∈ [0; t]}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÎÅÐÕÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 ∈ T . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ t ∈ T É t^′ ¡ t, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, t^′ ∈ T . õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ T = [0; 1].

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] | ËÏÍÐÁËÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, fl ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, É ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |t_1 − t_2| ¡ ”, ÔÏ ÔÏÞËÉ fl(t_1) É fl(t_2) ÏÔÓÔÏÑÔ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1=4 ÞÁÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ t_1 ∈ T É t_2 ¡ t_1 + ”. œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Arg fl(t_2) ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÊ ÏÔ f(t_1) ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ß=2 (Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ). œÏÚØÍÅÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(t_2).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ |f(t_1) − f(t_2)| ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ) ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ É ÌÕÞÁÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ fl(t_1); fl(t_2) ∈ S^1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ t_2 → t_1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f : [0; 1] → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚŒÅÒÔËÏÊ ÐÅÔÌÉ fl.

ðÕÓÔØ g : [0; t_2] → R | ÄÒÕÇÁÑ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ. ðÕÓÔØ t_∗ = inf{s ∈ [0; 1] | g(s) ≠ f(s)}. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; t_1] ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T , ÔÁË ÞÔÏ t_∗ ≥ t_1. ôÏÇÄÁ lim_{s→t∗−0} g(s) = f(t_∗), ÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ t, t_∗ ¡ t ¡ t_∗ + ” ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |g(t) − f(t_∗)| ¿ 2ß − ß = ß. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim_{s→t∗+0} g(s) = f(t_∗) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, É ÆÕÎËÃÉÑ g ÒÁÚÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚŒÅÒÔËÏÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ t_2 ∈ T , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ t_2 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (t_1; t_1 + ”)), ÞÔÏ T = [0; 1]. □

ðÕÓÔØ f | ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÐÅÔÌÉ fl. ðÏÓËÏÌØËÕ fl(1) = 1, ÉÍÅÅÔ f(1) ∈ {2ßk | k ∈ Z}. þÉÓÌÏ ind fl^{def}= f(1)=(2ß) ∈ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÔÌÉ fl.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ `(t; ø ) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ËÒÉŒÙÅ fl_0 É fl_1, Á f(t; ø ) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚŒÅÒÔËÉ. éÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ ÓËÏÒÏ |ø_1 − ø_2| ¡ ffi, ÒÁÚÎÉÃÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÔÏÞÅË `(t; ø_1) É `(t; ø_2) ÍÅÎÅÅ ”. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |f(t; ø_1) − f(t; ø_2)| ¡ ”, 1

ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(t; ø ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ind `(·; ø ) ∈ ZÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÅÌØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ.

ìÅÍÍÁ 2 (ÐÒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ðÅÔÌÉ fl_0 É fl_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ. ind fl_0 = ind fl_1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ `(t; ø ) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÉ fl_0 É fl_1, Á f(t; ø ) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚŒÅÒÔËÉ. éÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ ÓËÏÒÏ |ø_1 − ø_2| ¡ ffi, ÒÁÚÎÉÃÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÔÏÞÅË `(t; ø_1) É `(t; ø_2) ÍÅÎÅÅ ”. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |f(t; ø_1) − f(t; ø_2)| ¡ ”, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(t; ø ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ t. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ind `(·; ø ) ∈ ZÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÐÅÔÅÌØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, f_0; f_1 : [0; 1] → R | ÒÁÚŒÅÒÔËÉ ÐÅÔÅÌØ fl_0, fl_1, É ind fl_0 = f_0(1) = f_1(1) = ind fl_1. ðÏÌÏÖÉÍ f(t; ø )^{def}= (1 − ø )f_0(t) + ø f_1(t). ôÏÇÄÁ f(1; ø ) = const:, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ `(t; ø ) = e^{if(t;ø)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÐÅÔÅÌØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ fl_0 É fl_1. □ ðÅÔÌÑ fl_k(t) = e^{kit} = cos(kit) + i sin(kit) ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ k (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÐÅÔÌÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ß_1(S^1) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÅÔÅÌØ fl_1 É fl_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÔÌÑ fl(t) = { fl_1(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2 fl_2(2t − 1); 1=2 ≤ t ≤ 1 . ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÅÔÅÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ß_1(X; b). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ß_1(X; b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚ- ÎÏ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ß_1(X; b) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fl_1 ∼ fl^′_1; fl_2 ∼ fl^′_2, ÔÏ fl_1 · fl_2 ∼ fl^′_1 · fl^′_2. ðÕÓÔØ `_1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ fl_1 É fl^′_1, Á `_2 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ fl_2 É fl^′_2. ôÏÇÄÁ

ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ `(t; ø ) = { `_1(2t; ø ); 0 ≤ t ≤ 1=2 `_2(2t − 1; ø ); 1=2 ≤ t ≤ 1

, ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ

fl_1 · fl_2 É fl^′_1 · fl^′_2,

õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ß_1(X; b) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ | ÅÀ ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ \ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ" ÐÅÔÌÉ e(t) ≡ b. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ-

ÎÏ, `(t; ø ) = { fl((2 − ø )t); 0 ≤ t ≤ 1=(2 − ø ) b; 1=(2 − ø ) ≤ t ≤ 1

| ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ \ÚÁÍÅÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ"), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÉ fl · e É fl; ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ e · fl É fl ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÐÅÔÌÉ (fl_1 · fl_2) · fl_3 É fl_1 · (fl_2 · fl_3) | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÜÔÏ ÔÏÖÅ \ÚÁÍÅÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ"). éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÅÔÌÉ fl ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÅÔÌÀ ~fl, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~fl(t)^{def}= fl(1−t). çÏÍÏÔÏÐÉÑ `(t; ø ) = fl(2t); 0 ≤ t ≤ ø =2; fl(ø ); ø =2 ≤ t ≤ 1 − ø =2; fl(2 − 2t); 1 − ø =2 ≤ t ≤ 1

ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ fl · ~fl É e É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Œ

ß_1(X; b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ß_1(X; b) | ÇÒÕÐÐÁ.

ðÕÓÔØ b_1; b_2 ∈ X, É X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ’ : [0; 1] → X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

’(0) = b_1, ’(1) = b_2. ðÕÓÔØ fl | ÐÅÔÌÑ Œ X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ b_2. ôÏÇÄÁ A_’(fl)(t) =

’(3t); 0 ≤ t ≤ 1=3; fl(3t − 1); 1=3 ≤ t ≤ 2=3; ’(3 − 3t); 2=3 ≤ t ≤ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ b_1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÅÓÌÉ fl_1 ∼ fl_2, ÔÏ A_’(fl_1) ∼ A_’(fl_2). ðÏÜÔÏÍÕ A_’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ß_1(X; b_2) Œ ß_1(X; b_1). ôÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ: A_’(fl_1 · fl_2) ∼ A_’(fl_1) · A_’(fl_2). åÓÌÉ ~’(t)^{def}= ’(1 − t) | ËÒÉŒÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ b_2 Ó b_1, ÔÏ A_{~’}(A_’(fl)) ∼ fl. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A_{~’} | ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A_’, ÔÏ ÅÓÔØ A_’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ ìÅÍÍÁ 3 (ÐÒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ß_1(S^1) = Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ŒÓÑËÁÑ ÐÅÔÌÑ fl : [0; 1] → S^1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÔÅÌØ fl_k (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ k = ind fl). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÅÔÌÑ fl_{k1} · fl_{k2} ÉÍÅÅÔ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÉÎÄÅËÓ k_1 + k_2, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ÐÅÔÌÅ fl_{k1+k2} . □