íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

ìåëãéñ 11

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÒÂÉÔ.

ðÕÓÔØ X_1; X_2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ b_1; b_2, Á p : X_1 → X_2 | ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p(b_1) = b_2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÔÌÉ fl : [0; 1] → X_1, fl(0) = fl(1) = b_1, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ∘ fl : [0; 1] → X_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÅÔÌÀ Œ X_2 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ b_2.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÐÅÔÌÉ fl_0 É fl_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÐÅÔÌÉ p ∘ fl_0 É p ∘ fl_1 ÔÁËÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ fl_ø ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ fl_0 É fl_1, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ p ∘ fl_ø ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ p ∘ fl_0 É p ∘ fl_1. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_∗ : ß_1(X_1; b_1) → ß_1(X_2; b_2).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p_0 É p_1 ÇÏÍÏÔÏÐ- ÎÙ (Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X_1 → X_2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ b_1 Œ b_2), ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (p_0)_∗ É (p_1)_∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÅÖÅÎÉÊ q : X_1 → X_2, p : X_2 → X_3 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (p ∘ q)_∗ = p_∗ ∘ q_∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ p_∗ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p ∘ (fl_1 · fl_2) = (p ∘ fl_1) · (p ∘ fl_2) (Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÝÅ ÄÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÍ). åÓÌÉ p_0 É p_1 ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ P (x; ø ) (x ∈ X_1; ø ∈ [0; 1]), ÔÏ ÐÅÔÌÉ (p_0)_∗(fl) É (p_1)_∗(fl) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ fl ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ `(t; ø ) = P (fl(t); ø ), ÐÏÜÔÏÍÕ (p_0)_∗ = (p_1)_∗.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. □

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_1, X_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁ- ËÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X_1 → X_2 É g : X_2 → X_1, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g ∘ f É f ∘ g ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X_1 É X_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. åÓÌÉ X_1, X_2 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ b_1, b_2, ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ f(b_1) = b_2, g(b_2) = b_1, É ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_1 É X_2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ {p} (ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ). œÏÚØÍÅÍ f(x) = p ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n, É g(p) = 0. ôÏÇÄÁ g ∘ f | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ {p} Œ ÓÅÂÑ, Á f ∘ g(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n. çÏÍÏÔÏÐÉÑ `(x; ø ) = (1 − ø )x ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ f ∘ g Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n \ {0} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÆÅÒÅ S^{n−1}. ðÕÓÔØ g : S^{n−1} → R^n \ {0} | ŒÌÏÖÅÎÉÅ S^{n−1} Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á f : R^n\{0} → S^{n−1} | ÐÒÏÅËÃÉÑ: f(x) = x= |x|. ôÏÇÄÁ f ∘ g | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Œ ÓÅÂÑ, Á g ∘ f ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ R^n \ {0} ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ `(x; ø ) = x(ø + (1 − ø )= |x|).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_1 É X_2 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎ- ÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ b_1 É b_2), ÔÏ ÉÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f; g | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. éÚ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f_∗ É g_∗ | ÄŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ß_1(X_1; b_1) ←→ ß_1(X_2; b_2). □

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÅÝÅ ÒÁÚ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÌÅËÃÉÉ 10: ÇÒÕÐÐÁ ß_1(R^n) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. ìÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÍ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g : X → X, g ∈ G, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ g(U )^{def}= {g(x) | x ∈ U } ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ g ∈ G ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_x^{def}= {g(x) | g ∈ G} ⊂ X. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ x; y ∈ X ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ B_x = B_y , ÌÉÂÏ B_x ∩B_y = ∅. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X=G. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ p : X → X=G, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ: p(x)^{def}= B_x. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X=G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ A_U = {B_x | x ∈ U }, ÇÄÅ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X. 1

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ É ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ß_1(X=G) = G.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ X = R, G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ŒÉÄÁ g_k(x) = x + k, ÇÄÅ k ∈ Z. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ X=G ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1. çÒÕÐÐÁ G ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÏÔËÕÄÁ ß_1(S^1) = G ∼= Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ X; ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Œ X=G ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ p(b). ðÕÓÔØ fl : [0; 1] → X=G | ÐÅÔÌÑ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ p(b). ëÒÉŒÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ) f : [0; 1] → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚŒÅÒÔËÏÊ (ÉÌÉ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ) ÐÅÔÌÉ fl, ÅÓÌÉ f(0) = b É fl(t) = p(f(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0; 1].

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÔÌÉ fl Œ X=G Ó ÎÁÞÁÌÏÍ p(b) ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. òÁÚŒÅÒÔËÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÒÉŒÏÊ: ÅÓÌÉ fl_ø , ø ∈ [0; 1] | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, É f_ø | ÒÁÚŒÅÒÔËÁ fl_ø , ÔÏ f_ø | ÔÁËÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÏ ÓÕÔÉ, ËÏÐÉÒÕÅÔ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ŒÓÅÈ t ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÐÒÉ s ∈ [0; t]. ïÞÅŒÉÄÎÏ, 0 ∈ T . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ T ÏÔËÒÙÔÏ. ðÕÓÔØ t ∈ T ; ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ f(t) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÂÒÁÚ p(U ) ⊂ X=G ÏÔËÒÙÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ X=G. ðÅÔÌÑ fl : [0; 1] → X=G | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V = {t ∈ [0; 1] | fl(t) ∈ p(U )} ÏÔËÒÙÔÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ V ÏÒÂÉÔÁ fl(t) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ; ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ É ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(t). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, t ∈ V ; ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ t ÔÏÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ V É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T . ïÔËÒÙÔÏÓÔØ T ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ T ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ t | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ T , ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ s ¿ t − ” ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ s ∈ T . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ f | ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ËÒÉŒÏÊ fl ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; t_0], ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t_1 ¡ t_0 ÔÁ ÖÅ ËÒÉŒÁÑ | ÒÁÚŒÅÒÔËÁ É ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; t_1]. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ s ∈ T ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÎÁ [0; s] ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, ÒÁÚŒÅÒÔËÉ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ŒÉÄÁ [0; s] ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ) ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÎÁ ŒÓÅÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [0; t). éÚ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ fl(t) ∈ X=G, ÞÔÏ p^{−1}(U ) ⊂ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i, ÐÅÒÅŒÏÄÉÍÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(s) ∈ U ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ s ¿ t − ”. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ f ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ f(s) ÐÒÉ s ¿ t − ” ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÏÒÂÉÔÏÊ fl(t) ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ËÏÔÏÒÙÊ É ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(t). úÎÁÞÉÔ, t ∈ T , ÔÏ ÅÓÔØ T ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ⊂ [0; 1] ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ | ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ T = [0; 1], ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÅÔÌÉ, ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 10 (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!). □

ëÒÉŒÁÑ f(t) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÅÔÌÅÊ: p(f(1)) = p(b), ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ∃!g ∈ G : f(1) = g(b). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÔÌÅ fl ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g^{def}= ind(fl) ∈ G | ÉÎÄÅËÓ ÐÅÔÌÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, f(1) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÅÔÌÉ fl. ðÏÓËÏÌØËÕ f(1) ∈ p^{−1}(b), Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fl_ø | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÅÌØ, ÔÏ f_ø (1) = const. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÐÅÔÅÌØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ind : ß_1(X=G; p(b)) → G.

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ fl_1; fl_2 | ÐÅÔÌÉ, Á f_1; f_2 | ÉÈ ÒÁÚŒÅÒÔËÉ. ôÏÇÄÁ ÒÁÚŒÅÒÔËÁ ÐÅÔÌÉ fl_1 · fl_2 ÅÓÔØ f_1 · ’, ÇÄÅ p ∘ ’ = fl_2, ÎÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÚŒÅÒÔËÉ f_2, ÉÍÅÅÍ ’(0) = b_1^{def}= ind(fl_1)(b). åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ŒÙÂÒÁÔØ b_1, ÔÏ ÌÅÍÍÁ 2 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~’ = ind(fl_1) ∘ f_2 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ p ∘ ~’ = fl_2 É ~’(0) = b_1, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ~’ = ’. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ind(fl_1 · fl_2) = ind(fl_1) · ind(fl_2).

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ: Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X ÔÏÞËÉ b É g(b) (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ g ∈ G) ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËÒÉŒÏÊ f : [0; 1] → X. ðÒÏÅËÃÉÑ p ∘ f ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ind(p ∘ f) = g.

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ind(fl) = e (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÚŒÅÒÔËÁ f ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ Œ X. œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ `, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÀ f Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ p ∘ ` | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ fl Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÔÌÅÊ Œ X=G. □