íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

ìåëãéñ 2

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

n-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L × L → R^n, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË a; b ∈ L ŒÅËÔÏÒ −→ ab ∈ R^n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ:

1) (ÐÒÁŒÉÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) −→ ab + −→ bc = −→ ac; 2) (ÁËÓÉÏÍÁ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^n É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ b ∈ L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ −→ ab = v.

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 1{2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÞÔÏ −→ ab = 0 ⇔ a = b, Á ÔÁËÖÅ −→ ba = − −→ ab. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ 2 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ L Ó R^n, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ a ∈ L É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÔÏÞËÕ b ∈ L ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ −→ ab = v. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 2 ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ S_a. ðÒÉ ÒÁÚÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ a ∈ L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ S_a : R^n → L ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ: −−−−−−−→ S_a(v)S_b(v) = −→ ab ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ R^n (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R^n → R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ A(v_1 + v_2) = A(v_1) + A(v_2) (ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ) É A(–v) = –A(v) (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ); ÚÄÅÓØ v; v_1; v_2 ∈ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á – ∈ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_k = (v_{1k}; : : :; v_{nk}) ∈ R^n, k = 1; 2; : : :, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ v = (lim_{k→∞} v_{1k}; : : : ; lim_{k→∞} v_{nk}) ∈ R^n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^n → R^n ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ lim_{k→∞} f(v_k) = f(lim_{k→∞} v_k) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_k, ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÅÄÅÌ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : L → L ÁÆÆÉÎ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^{−1}_a ∘ ’ ∘ S_a : R^n → R^n ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ a ∈ L. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ a ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B : L → L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ: −→ xy = −→ zt ⇒ −−−−−−→ B(x)B(y) = −−−−−−→ B(z)B(t).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ T_v : L → L ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v ∈ R^n ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ y, ÞÔÏ −→xy = v. ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÍ −−−−−−−→ T_v(a)T_v(b) = − −−−−→ aT_v(a) + −→ ab + −−−−→ bT_v(b) = −v + −→ ab + v = −→ ab. ôÏÞËÁ b^{def}= T_v(S_a(u)) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ −−−−→ S_a(u)b = v, ÏÔËÕÄÁ −→ ab = −−−−→ aS_a(u) + v = u + v, É (S^{−1}_a ∘ T_v ∘ S_a)(u) = S^{−1}_a (b) = u + v. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ B | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^n ŒÅËÔÏÒ ~B(v) ∈ R^n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~B(v) = −−−−−−→ B(x)B(y), ÇÄÅ x; y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÔÏÞÅË ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ −→xy = v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B : R^n → R^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ~B ÌÉÎÅÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ x; y; z ∈ L ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ −→xy = v_1; −→yz = v_2. ôÏÇÄÁ −→xz = v_1 + v_2, É ~B(v_1 + v_2) = −−−−−−→ B(x)B(z) = −−−−−−→ B(x)B(y) + −−−−−−→ B(y)B(z) = ~B(v_1) + ~B(v_2), Ô.Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ É ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, Ô.Å. ~B(–v) = – ~B(v) ÄÌÑ ŒÓÅÈ – ∈ R É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ v ∈ R^n.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ – ∈ N | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ~B(–v) = ~B(v) + · · · + ~B(v) (– ÒÁÚ) = – ~B(v). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~B(0) = ~B(0 + 0) = ~B(0) + ~B(0), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~B(0) = 0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ – ∈ ZÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ −– ∈ N, ÏÔËÕÄÁ ~B(–v + (−–)v) = ~B(–v) − – ~B(v) = ~B(0) = 0, Ô.Å. ~B(–v) = – ~B(v). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ –.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ – = p=q ∈ Q. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ q ~B(–v) = ~B(q–v) = ~B(pv) = p ~B(v), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ –.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ – ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_k ∈ Q ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ lim_{k→∞} x_k = – | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x_k ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë –. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ~B, ÏÔËÕÄÁ ~B(–v) = ~B(lim_{k→∞} x_kv) = lim_{k→∞} ~B(x_kv) = lim_{k→∞} x_k ~B(v) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ) = – ~B(v). □ 1

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÓÔÁ- ÎÅÔÓÑ ŒÅÒÅÎ | ÎÏ ÜÔÏ ÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÍ. ËÎÉÇÕ œ.œ. ðÒÁÓÏÌÏŒ, œ.í. ôÉÈÏÍÉÒÏŒ, \çÅÏÍÅ- ÔÒÉÑ").

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, a ∈ L É B : L → L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ó^{def}= S^{−1}_a BS_a : R^n → R^n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ó(v) = ~Bv + u, ÇÄÅ u = −−−→ aB(a). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ ó(v) = Av + u ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÁÆÆÉÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B : L → L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ó = S^{−1}_a BS_a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ v ∈ R^n, É ÔÏÞËÁ p ∈ L ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ −→ap = v. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: C(v) = S^{−1}_a (B(S_a(v))) = S_a(B(p)) = −−−→ aB(p) = −−−→ aB(a) + −−−−−−→ B(a)B(p) = u + ~B(−→ap) = u + Av. ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ C(v) = Av + u É a ∈ L. ðÏÌÏÖÉÍ B = S_aCS^{−1}_a . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ −−−−−−→ B(x)B(y) = A−→xy. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÒÁŒÎÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÏ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ a. ôÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ \ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ" ~Bv ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ a ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ), Á \ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ" | ŒÅËÔÏÒ u | ÍÅÎÑÅÔÓÑ: u_b = −−−→ bB(b) = −−−→ aB(a) + −−−−−−→ B(a)B(b) − −→ ab = u_a + ( ~B − I) −→ ab, ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ I ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^n → R^n.

çÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g; h ∈ G ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ gh ∈ G, É ÅÓÌÉ g ∈ G, ÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1} ∈ G. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id_M = gg^{−1}.

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A : R^n → R^n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ GL(n; R). ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B : L → L ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ A¸(L).

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G É H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : G → H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(g_1g_2) = f(g_1)f(g_2) É f(g^{−1}) = f(g)^{−1}.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ B → ~B ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ A¸(L) → GL(n; R).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A; B : L → L | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, v ∈ R^n, x; y ∈ L ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ −→xy = v. ôÏÇÄÁ ~AB(v) = −−−−−−−−−−−−→ A(B(a))A(B(b)) = ~A( −−−−−−→ B(a)B(b)) = ~A ~B(v). ðÏÓËÏÌØËÕ ~id_L = I (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ), ÉÍÅÅÍ ~B ~B−1 = I, ÏÔËÕÄÁ ~B−1 = ~B−1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ B−1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ~B ÏÂÒÁÔÉÍ. □