íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç

ìåëãéñ 3

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óŒÏÊÓÔŒÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ: v_1; v_2 ∈ V ⇒ v_1 + v_2 ∈ V É v ∈ V ⇒ ˘v ∈ V ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ˘ ∈ R.

ðÒÉÍÅÒ 1. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅËÔÏÒ 0. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {0} | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. ôÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘_v = {˘v | ˘ ∈ R}.

ìÅÍÍÁ 1. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A : R^n → R^n | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á V ⊂ R^n ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. åÓÌÉ v_1; v_2 ∈ A(V ), ÔÏ v_1 = A(u_1), v_2 = A(u_2). ôÏÇÄÁ v_1 + v_2 = A(u_1) + A(u_2) = A(u_1 + u_2) ∈ A(V ). äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ V É ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a ∈ L, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W^{def}= {b ∈ L | −→ ab ∈ V }. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÅÓÌÉ b ∈ L, ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÅ ÞÅÒÅÚ b É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ V , ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó W . áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ {0}, ÜÔÏ ÔÏÞËÉ; ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

1) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ.

2) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÏÔÒÅÚËÉ Œ ÏÔÒÅÚËÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. 3) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ŒÙÐÕËÌÙÅ, Á ÇÒÁÎÉ Œ ÇÒÁÎÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ B : L → L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

1: ðÕÓÔØ W | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V . œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ W , É ÐÕÓÔØ x ∈ W | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ −→ax ∈ V , ÏÔËÕÄÁ −−−−−−→ B(a)B(x) = ~B(−→ax) ∈ ~B(V ). ðÏÜÔÏÍÕ x ÌÅÖÉÔ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1) ~B(V ) É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ B(a). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ y ∈ R. ôÏÇÄÁ −−−→ B(a)y = ~Bv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ y = B(x), ÇÄÅ x ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ −→ax = v. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x ∈ W , É y ∈ B(W ), ÔÏ ÅÓÔØ B(W ) = R.

åÓÌÉ V = {˘v | ˘ ∈ R} | ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ B(W ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË y ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ −−−→ B(a)y = ˘ ~B(v). åÓÌÉ ~B(v) ≠ 0, ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. åÓÌÉ ÖÅ ~B(v) = 0, ÔÏ B(W ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, B ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

2: ðÕÓÔØ y ∈ [x; z], ÔÏ ÅÓÔØ −→xy = ˘−→xz, 0 ≤ ˘ ≤ 1. ôÏÇÄÁ −−−−−−→ B(x)B(y) =˘ −−−−−−→ B(x)B(z), ÔÏ ÅÓÔØ B(y) ∈ [B(x)B(z)].

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ a ∈ [B(x)B(z)], ÔÏ ÅÓÔØ −−−−→ B(x)a =˘ −−−−−−→ B(x)B(z), ÔÏ a = B(y), ÇÄÅ y | ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ −→xy = ˘−→xz.

ïÔÒÅÚËÉ [a; b] É [c; d] ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −→ ab =˘ −→ cd, ÇÄÅ ˘ = ± |ab| = |cd|. îÏ ÔÏÇÄÁ −−−−−−→ B(a)B(b) = ~B( −→ ab) = ˘ ~B( −→ cd) =˘ −−−−−−→ B(c)B(d).

3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 1 É 2. □

œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : L → L, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äŒÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1, ‘_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ⊂ R^n É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ‘_1 É ‘_2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ ‘_1, c; d ∈ ‘_2 ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÁÑ (ac) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ (bd), ÌÉÂÏ (ad) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ (bc). ðÏÓËÏÌØËÕ B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÐÒÑÍÕÀ, ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÏÞËÉ B(a); B(b); B(c); B(d). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ B(‘_1) É B(‘_2) ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ B ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ.

ðÕÓÔØ −→ xy = −→ zt, ÇÄÅ x; y; z; t ∈ L. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ xy ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ zt, Á ÐÒÑÍÁÑ xz | ÐÒÑÍÏÊ yt. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÑÍÙÅ B(x)B(y) É B(z)B(t), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÙÅ B(x)B(z) É B(y)B(t). ðÏÜÔÏÍÕ −−−−−−→ B(x)B(y) = −−−−−−→ B(z)B(t). □ 1

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^n, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÄŒÉÖÅÎÉÅ), ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÐÒÑÍÕÀ | ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÄÏÂÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎÑÀÔ ŒÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÅËÃÉÑ R^3 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ ‘, ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ˝ | ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

îÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ a_1; : : : ; a_{n+1} ÔÏÞÅË n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ L. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ −−→ a_1a_2; : : : ; −−−−→ a_1a_{n+1} ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ R^n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v = ˘_2−−→a_1a_2 + · · · + ˘_{n+1}−−−−→a_1a_{n+1}, ÇÄÅ ˘_2; : : : ; ˘_{n+1} ∈ R (ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ a_1; : : : ; a_{n+1} É b_1; : : : ; b_{n+1} ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B : L → L ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B(a_i) = b_i; i = 1; : : : ; n + 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ L Ó R^n Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S_{a1} . ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 2, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A É ŒÅËÔÏÒ u ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C(v)^{def}= Av + u ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 0 Œ b_1, Á ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ a_i, i = 2; : : :; n + 1, Œ ŒÅËÔÏÒ b_i − b_1. éÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u = b_1. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v˘_2a_2 + · · · + ˘_{n+1}a_{n+1} ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Av = ˘_2(b_2 − b_1) + · · · + ˘_{n+1}(b_{n+1} − b_1). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A | ÌÉÎÅÊÎÙÊ, É ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ b_1; : : : ; b_{n+1} | ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÅËÔÏÒÙ b_2 − b_1; : : : ; b_{n+1} − b_1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^{−1}, ÐÏÌÁÇÁÑ A^{−1}(

∑_{n+1} i=2 ¯_i(b_i − b_1))^{def}=

∑_{n+1} i=2 ¯_ia_i. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ: C^{−1}(w) = A^{−1}(w − u). □

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ ABCD | ÔÒÁÐÅÃÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍÉ AD É BC. ðÕÓÔØ O_1 É O_2 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ, P = (AC) ∩ (BD) É Q = (AB) ∩ (CD). äÏËÁÖÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ \ÛËÏÌØÎÏÊ" ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P; Q; O_1; O_2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

åÓÌÉ ÔÒÁÐÅÃÉÑ ABCD | ÒÁŒÎÏÂÏËÁÑ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ O_1O_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÑ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÑÍÙÅ AB É CD, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÙÅ AC É BD. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ P É Q ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, É ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÂÏËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÒÁÐÅÃÉÀ ABDD Œ ÔÒÁÐÅÃÉÀ A_1B_1C_1D_1, ÔÏ O_1 É O_2 ÐÅ- ÒÅÈÏÄÑÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÕÎËÔÕ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 1, Œ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ A_1D_1 É B_1C_1, ÔÏÞËÁ P ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ P_1 = (A_1C_1) ∩ (B_1D_1), Á Q | Œ (A_1B_1) ∩ (C_1D_1). ðÏÓËÏÌØËÕ ’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ, ÅÓÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ABCD, ÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ A_1B_1C_1D_1.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABCD ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ADQ Œ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÔÒÁÐÅÃÉÑ ABCD ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ ÒÁŒÎÏÂÏËÕÀ ÔÒÁÐÅÃÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ABCD.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{n+1} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L^{def}= {(x_1; : : : ; x_n; 1) | x_1; : : : ; x_n ∈ R}. åÓÌÉ x; y ∈ L, ÔÏ x − y ∈ V , ÇÄÅ V^{def}= {(x_1; : : :; x_n; 0) | x_1; : : : ; x_n ∈ R} | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^{n+1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ L ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : R^{n+1} → R^{n+1}, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L (Ô.Å. ÔÁ- ËÏÇÏ, ÞÔÏ AL ⊆ L) ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A|_L : L → L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. œÓÑËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÉÅ B : L → L ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ B = A|_L ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÆÆÉÎÎÏÓÔØ A|_L: ÅÓÌÉ x; y; z; t ∈ L É −→ xy = y − x = t − z = −→ zt, ÔÏ −−−−−−→ A(x)A(y) = A(y) − A(x) = A(y − x) = A(t − z) = A(t) − A(z) = −−−−−−→ A(z)A(t).

ìÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A : R^{n+1} → R^{n+1}, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ L. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÐÏÌÏÖÉÍ Av^{def}= ~Bv ∈ V . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ ˘ ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ˘v ∈ L. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ Av^{def}=^1_˘ B(˘v). ïÞÅŒÉÄÎÏ, A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ L; ÄÏËÁÖÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ. åÓÌÉ v ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ˘v ∈ L, É w = ˚v, ÔÏ ˘=˚w ∈ L. ïÔÓÀÄÁ A(w) = ˚=˘B(˘=˚w) = ˚=˘B(˘v) = ˚A(v) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ (ÓÌÕÞÁÊ v ∈ V ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). åÓÌÉ ˘_1v_1; ˘_2v_2 ∈ L É v = v_1 +v_2, ÔÏ^{˘1˘2}_{˘1+˘2} v =^{˘2}_{˘1+˘2} ˘_1v_1 +^{˘1}_{˘1+˘2} ˘_2v_2 ∈ L | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, ÄÅÌÑÝÁÑ ÏÔÒÅÚÏË [˘_1v_1; ˘_2v_2] Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ˘_1 : ˘_2. ôÏÇÄÁ A(v) =^{˘1+˘2}_{˘1˘2} B(^{˘2}_{˘1+˘2} ˘_1v_1 +^{˘1}_{˘1+˘2} ˘_2v_2) | ÔÏÞËÁ, ÄÅÌÑÝÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚÏË B([˘_1v_1; ˘_2v_2]) = [B(˘_1v_1); B(˘_2v_2)] (ÐÏÓËÏÌØËÕ B ÁÆÆÉÎÎÏ). ôÏ ÅÓÔØ A(v) =^{˘1+˘2}_{˘1˘2} (^{˘2}_{˘1+˘2} B(˘_1v_1) +

˘_1 ˘_1+˘_2 B(˘2v2)) = A(v1) + A(v2) (ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ v1 ∈ V É/ÉÌÉ v2 ∈ V , ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B = A|_L = A_1|_L. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C^{def}= A_1A^{−1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ L Œ ÓÅÂÑ. åÓÌÉ v ∈ V , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x_1; x_2 ∈ L ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v = x_1 − x_2; ÏÔÓÀÄÁ Cv = Cx_1 − Cx_2 = x_1 − x_2 = v. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{n+1} ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : :; e_n; e_{n+1}; ÔÏÇÄÁ e_1; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V , Á ŒÅËÔÏÒ e_{n+1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L. œÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_n; e_{n+1} ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ C. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ R^{n+1} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ v = ∑ i ˘_ie_i, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É A = A_1. □