íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç

ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ RP^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^{n+1}, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ RP^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^{n+1} \ {0} ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ: (v_0; : : : ; v_n) ∼ (w_0; : : : ; w_n), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ˘ ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ w_i = ˘v_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 0: : : :; n.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ v = (v_0; : : :; v_n) ≠ 0 É w = (w_0; : : :; w_n) ≠ 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅ. åÓÌÉ ‘ ∈ RP^n | ÐÒÑÍÁÑ, É v ∈ ‘, v = (v_0; : : : ; v_n) ≠ 0, ÔÏ v_0; : : : ; v_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ ‘. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ; ÚÁÐÉÓØ: ‘ = [v_0 : · · · : v_n].

úÁÍÅÎÑÑ ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2 ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C P^n .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ) RP^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C P^1 | ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. RP^1: ÐÕÓÔØ ˙ = {(x; y) | x^2 + (y − 1)^2 = 1} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ˙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘ | Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ p(‘) ∈ ˙. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ∈ RP^1 ÔÏÞËÕ p(‘) ∈ ˙ (Á ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ 0 ∈ ˙), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÑÍÏÊ [a : b] ∈ ‘ ÔÏÞËÕ

(_{2ab}

a^2+b^2 ;

2b^2 a^2+b^2 ) (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!).

C P^1 : ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ˙ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C^2 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ |z|^2 + |w − 1|^2 = 1; w = —w (Ô.Å. w ∈ R). ôÏÞËÁ (˘a; ˘b) ÐÒÑÍÏÊ [a : b] ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ˙, ÅÓÌÉ ˘ = 0 ÉÌÉ ˘ =^{2b̄}_{|a|2+|b2|} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ

ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É Œ ÔÏÞËÅ p(a; b) =

(_{2ab̄}

|a|^2+|b^2| ;

2|b|^2 |a|^2+|b^2| ) . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ [a : b] → p(a; b) ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÓÆÅÒÁ ˙, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ ˙, x ≠ (0; 0), ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ∈ C P^1 , Á (0; 0) = p(1; 0). □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÁËÖÅ RP^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ, Õ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ Œ ‘ ⊂ R^{n+1}, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ v = (v_0; : : :; v_n) ∈ ‘, v ≠ 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ ˙ = {w | |w| = 1} Œ ÄŒÕÈ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ: w_± = ±v= |v|. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

åÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ x_0 = 0, ÔÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË w_± ∈ ‘∩˙ ÒÏŒÎÏ Õ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ; ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÕÓÔØ ÜÔÏ w_+ = (w_0; : : : ; w_n). ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ p(‘) = (w_1; : : : ; w_n) ∈ R^n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ w^2_1 + · · · + w^2_n = 1 − w^2_0 ¡ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ. åÓ- ÌÉ ÖÅ w_± = ±(0; w_1; : : : ; w_n), ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ p(‘) ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÁÒÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ±(w_1; : : :; w_n), ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÛÁÒÁ. □

ðÕÓÔØ L ⊂ R^{n+1} | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x_0 = 1, Á L_0 ⊂ R^{n+1} | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÅÊ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_0 = 0. œÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘ ∈ RP^n ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ: A^n = {‘ ⊄ L_0} = {[x_0 : x_1 : · · · : x_n] | x_0 ≠ 0} É RP^n \ A^n = {‘ ⊂ L_0} = {[0 : x_1 : · · · : x_n]}. åÓÌÉ ‘ ⊄ L_0, ÔÏ ‘ ∩ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ‘ ∩ L = (1; x_1=x_0; : : :; x_n=x_0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ % : A^n → R^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %([x_0 : x_1 : · · · : x_n]) = (x_1=x_0; : : : ; x_n=x_0). ðÒÑÍÙÅ ‘ ⊂ L_0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^{n−1}; ÔÏÞÎÅÅ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ % : RP^n \ A^n → RP^{n−1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %([0 : x_1 : · · · : x_n]) = [x_1 : · · · : x_n].

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ %(x) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ x ∈ A^n ⊂ RP^n. œÍÅÓÔÏ w_0 ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x_k, k = 1; : : :; n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ RP^n ÉÍÅÅÔÓÑ n + 1 ÎÁÂÏÒ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | k-Ê ÎÁÂÏÒ (k = 1; : : : ; n + 1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÔÏÞÅË Ó x_k ≠ 0. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ (Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ n + 1 1

ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n: P^n = A^n_0 ∪ · · · ∪ A^n. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ RP^n = RP^{n−1} ⊔ A^n ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: RP^n = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ · · · ⊔ A^1 ⊔ RP^0; ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÌÑ C P^n ÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ C^k ÄÌÑ k = 1; : : :; n)

œ ÓÌÕÞÁÅ RP^1 É C P^1 ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ P^1 = A^1 ⊔ P^0 ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ., ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ) ÎÁ ÔÏÞËÕ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, RP^1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ [x : y] ∼ [1 : y=x] Ó x ≠ 0 É ÔÏÞËÉ [0 : y] ∼ [0; 1]. ðÒÉ ÜÔÏÍ %([x : y]) = y=x ÐÒÉ x ≠ 0; ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ %([0 : 1]) = ∞. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, %(RP^1) = R∪ {∞}, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, %(C P^1 ) = C ∪ {∞}.

œ ÓÌÕÞÁÅ RP^2 = A^2 ⊔ RP^1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ (ËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ A^2) É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ ÞÁÓÔÉ \ÐÒÉÌÅÇÁÀÔ" ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. íÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ RP^1 ⊂ RP^2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {(x; y; z) ∈ R^3 | x^2 +y^2 +z^2 = 1; −” ≤ z ≤ ”}, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ \ÐÏÌÏÓËÅ" {(x; y; z) | x^2 +y^2 +z^2 = 1; −” ≤ z ≤ ”; y ≤ 0}, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ Ó ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ: (x; 0; z) ∼ (−x; 0; −z) (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÎÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ). üÔÏ É ÅÓÔØ ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ. □

œÓÑËÏÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A : R^{n+1} → R^{n+1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A : RP^n → RP^n. ôÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. A_1 = A_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A_1(v) = ˘A_2(v) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ R^{n+1} É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ A_1(v) = ˘A_2(v), ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ⊂ R^{n+1} (ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÐÒÑÍÙÅ A_1(‘) É A_2(‘) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A_1(‘) = A_2(‘). ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ X = A_1A^{−1}_2 ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Xv = ˘v ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ R^{n+1}, É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˘ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÕÓÔØ Xv_1 = ˘_1v_1, Xv_2 = ˘_2v_2, É ˘_1 ≠ ˘_2. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_1 É v_2 ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ X(v_1 + v_2) = ˘_1v_1 + ˘_2v_2 = ˘(v_1 + v_2) ⇒ (˘ − ˘_1)v_1 = (˘_2 − ˘)v_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ˘_1 ≠ ˘_2, ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ˘ − ˘_1 É ˘_2 − ˘ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ v_1 É v_2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (Ó ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÅÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ) ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ C P^n .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÏÂÒÁ- ÔÉÍÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n = 1, É A : R^2 → R^2 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^2 ŒÅËÔÏÒÙ e_1^{def}= (1; 0), e_2 = (0; 1) (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ), ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v = (x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ: v = xe_1 + ye_2. åÓÌÉ Ae_1 = de_1 + be_2, Ae_2 = ce_1 + ae_2, ÔÏ Av = xAe_1 + yAe_2 = (dx + cy)e_1 + (bx + ay)e_2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ Ae_1 É Ae_2 ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ad − bc ≠ 0 (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ!).

ôÅÐÅÒØ: A([x : y]) = [dx + cy : bx + ay]. ïÔÓÀÄÁ ÅÓÌÉ z ≠ −d=c, ÔÏ % ∘ A ∘ %^{−1}(z) = %(A([1 : z])) = %([az + b : cz+d]) = (az+b)=(cz+d). ôÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ A([1 : −d=c]) = [(ad−bc)=c : 0] = [1 : 0], ÔÁË ÞÔÏ %∘A∘%^{−1}(−d=c) = ∞ = lim_{z→−d=c}(az +b)=(cz +d). é, ÎÁËÏÎÅÃ, %∘A ∘%^{−1}(∞) = %(A([0 : 1])) = %([a : c]) = a=c = lim_{z→∞}(az +b)=(cz +d). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, % ∘ A ∘ %^{−1} ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → (az + b)=(cz + d), ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÁ R∪ {∞}. õÓÌÏŒÉÅ ad − bc ≠ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (az + b)=(cz + d) ≠ const.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ C P^1 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ÔÏÌØËÏ a; b; c; d ∈ C .