íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç

ìåëãéñ 5

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p; q; r ∈ R∪ {∞} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÉÈ Œ ÔÏÞËÉ 0; 1; ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ p; q; r ∈ R ⊂ RP^1, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ’(p) = 0, ’(r) = ∞ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’(z) = ˘(z − p)=(z − r). ðÏÓËÏÌØËÕ ’(q) = 1, ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ˘ = (q − r)=(q − p). óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p = ∞, q = ∞ ÉÌÉ r = ∞ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÒÏÅË p_1; q_1; r_1 ∈ RP^1, p_2; q_2; r_2 ∈ RP^1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’(p_1) = p_2, ’(q_1) = q_2, ’(r_1) = r_2.

ðÕÓÔØ p; q; r ∈ R ∪ {∞}, Á ’ | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ RP^1 ŒÅÌÉÞÉÎÁ ’(s) ∈ R∪ {∞} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË p; q; r; s É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [p; q; r; s]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, [p; q; r; s] =^{(s−p)(q−r)}_{(s−r)(q−p)} , ËÏÇÄÁ p; q; r; s ∈ R. äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÅÒÅÎÏ-

ÓÉÔÓÑ ÎÁ RP^1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ %: ÅÓÌÉ p; q; r; s ∈ RP^1, ÔÏ [p; q; r; s]^{def}= [%(p); %(q); %(r); %(s)].

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ : RP^1 → RP^1 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: [p; q; r; s] = [’(p); ’(q); ’(r); ’(s)]. ìÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ : RP^1 → RP^1, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (%(p)) = 0, (%(q)) = 1, (%(r)) = ∞, ÔÏÇÄÁ (%(s)) = [p; q; r; s]. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ( ∘ % ∘ ’^{−1})(’(p)) = 0, ( ∘ % ∘ ’^{−1})(’(q)) = 1, ( ∘ % ∘ ’^{−1})(’(r)) = ∞, ÏÔËÕÄÁ [p; q; r; s] = (%(s)) = ( ∘ % ∘ ’^{−1})(’(s)) = [’(p); ’(q); ’(r); ’(s)].

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, [0; 1; ∞; x] = x ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ R ∪ {∞}. ðÕÓÔØ ˘^{def}= % ∘ ’ ∘ %^{−1} : R ∪ {∞} → R ∪ {∞} ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, É ˘(0) = p, ˘(1) = q, ˘(∞) = r. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÞËÉ p; q; r ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ p; q; r Œ 0; 1; ∞, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø = ∘ ˘ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 0; 1; ∞ Œ ÓÅÂÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø(z) = [0; 1; ∞; Ø(z)] = [0; 1; ∞; z] = z ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ R∪{∞}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Ø = id ⇒ ˘ = ^{−1} | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ. □

ðÏÎÑÔÉÅ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 É 2 ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ C P^1 . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ % : C P^1 → C ∪ {∞}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. [p; q; r; s] ∈ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ p; q; r; s ∈ C = R^2 ⊂ C P^1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁŒÎÁ ∞, Á ÔÒÉ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p; q; r; s ∈ C . ôÏÇÄÁ^{(s−p)(q−r)}_{(s−r)(q−p)} ∈ R, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (s − p)=(s − r) É (q − p)=(q − r) ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÇÏÌ psr ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ pqr, ÌÉÂÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ß. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÈ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ s = ∞, ÔÏ [p; q; r; s] = (q − r)=(q − p) ∈ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ p; q; r ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. óÌÕÞÁÉ p = ∞, q = ∞ É r = ∞ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ∪ {∞} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ∪{∞} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÌÉÂÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ z → z (ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A : C ∪ {∞} → C ∪ {∞} | ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ B | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ B(A(0)) = 0, B(A(1)) = 1 É B(A(∞)) = ∞. ôÏÇÄÁ C = B ∘ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C ÁÆÆÉÎÎÏ. ãÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÅÌÉÔ ÌÀÂÕÀ ÈÏÒÄÕ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ, ÐÏÐÏÌÁÍ; ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÕ; ÐÏÜÔÏÍÕ C ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÃÅÎÔÒ ÅÅ ÏÂÒÁÚÁ. 1

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÉ 0 É 1 Œ ÓÅÂÑ. œ ÓÉÌÕ ÁÆÆÉÎÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ C \R ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ 0 É 1, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Œ x; ŒÔÏÒÁÑ ÉÈ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏ x. ðÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ. ðÏÜÔÏÍÕ C(x) = x ÉÌÉ C(x) = x. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÔÒÅÈ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË (0, 1 É x), Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C = id, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ C(z) = z ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ C . ðÏÓËÏÌØËÕ A = B ∘ C, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ’ : RP^n → RP^n | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’(A^n) = A^n (É, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ’(RP^{n−1}) = RP^{n−1}). ôÏÇÄÁ % ∘ ’|_An ∘ %^{−1} : R^n → R^n | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. œÓÑËÏÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ A^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L_0 ⊂ R^{n+1} ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_0 = 0, Á L ⊂ R^{n+1} | ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_0 = 1.

ðÕÓÔØ ’ = ˘, ÇÄÅ ˘ : R^{n+1} → R^{n+1} | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ’(RP^{n−1}) = RP^{n−1}, ÉÍÅÅÍ ˘(L_0) = L_0. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ˘(L) | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ L_0 (ÐÏÞÅÍÕ?), ÔÏ ÅÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_0 = a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ≠ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘_1 = ˘=a ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ L Œ ÓÅÂÑ, É ˘_1 = ’. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ A^n, ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ L.

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ ⊂ R^{n+1}, ˝ ⊄ L_0, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ %(˝ ∩ L) | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ % ∘ ’ ∘ %^{−1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÌÅËÃÉÉ 3, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B : L → L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘ : R^{n+1} → R^{n+1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ˘(L) = L É B = ˘|_L. ôÏÇÄÁ B = % ∘ ˘ ∘ %^{−1}. □

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L ⊂ RP^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ‘ ⊂ L ⊂ R^{n+1}, ÇÄÅ L | ËÁËÏÅ- ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ dim L − 1; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ L | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (Œ RP^n).

îÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ a_1; : : :; a_{n+2} ∈ RP^n ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ n + 1 ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ⊂ RP^n.

ðÒÉÍÅÒ 1. a_1; a_2; a_3 ∈ RP^1 | ÎÁÂÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÔÏÞËÁ ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^0). a_1; a_2; a_3; a_4 ∈ RP^2 | ÎÁÂÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ a_1; : : : ; a_{n+2} É b_1; : : :; b_{n+2} ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ∈ PGL(n), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ a_i → b_i; i = 1; : : :; n + 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_i ∈ a_i, v_i ∈ b_i, i = 1; : : : ; n + 2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ a_1; : : : ; a_{n+1} ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ŒÅËÔÏÒÙ u_1; : : : ; u_{n+1} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R^{n+1}. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ˘_1; : : : ; ˘_{n+1} ∈ R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ u_{n+2} = ˘_1u_1 + · · · + ˘_{n+1}u_{n+1}. åÓÌÉ ˘_k = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ k, ÔÏ u_1; : : : ; u_{k−1}; u_{k+1}; : : :; u_{n+2} ÌÅÖÁÔ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ⊂ R^{n+1}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ n ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; : : : ; u_{k−1}; u_{k+1}; : : : ; u_{n+1}. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ n ¡ n + 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÒÏÄÉÔØ R^{n+1}, ÐÏÜÔÏÍÕ H ≠ R^{n+1}, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÏÞÅË a_1; : : : ; a_{k−1}; a_{k+1}; : : : ; a_{n+2}. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ˘_1; : : :; ˘_{n+1} ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ¯_1; : : : ; ¯_{n+1} ∈ R \ {0} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v_{n+2} = ¯_1v_1 + · · · + ¯_{n+1}v_{n+1}.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X : R^{n+1} → R^{n+1} ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ Xu_i = ¯_i=˘_iv_i, i = 1; : : :; n + 1. ðÏÓËÏÌØËÕ u_1; : : : ; u_{n+1} | ÂÁÚÉÓ, ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ X ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ v_1; : : : ; v_{n+1} | ÂÁÚÉÓ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ X ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, X(a_i) = b_i ÐÒÉ i = 1; : : : ; n + 1. ôÅÐÅÒØ Xu_{n+2} = ∑ i ˘_iXu_i = ∑ i ¯_iv_i = v_{n+2}. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ X(a_{n+2}) = b_{n+2}.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Y (a_i) = b_i ÐÒÉ i = 1; : : :; n + 2, ÔÏ Y u_i = y_iv_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. õÓÌÏŒÉÅ Y u_{n+2} = y_{n+2}v_{n+2} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

∑_{n+1} i=1 y_i˘_iv_i = y_{n+2}

∑_{n+1} i=1 ¯_iv_i. ðÏÓËÏÌØËÕ v_1; : : : ; v_{n+1} | ÂÁÚÉÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ y_i = ¯_i=˘_iy_{n+2}, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Y = X. □

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2:

ôÅÏÒÅÍÁ (äÅÚÁÒÇÁ). ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ aa^′, bb^′ É cc^′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ab ∩ a^′b^′, ac ∩ a^′c^′ É bc ∩ b^′c^′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ äÅÚÁÒÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ | ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ ÄŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ab ∩ a^′b^′ É bc ∩ b^′c^′. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ

(ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ aa^′, bb^′ É cc^′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ o, ÐÒÑÍÁÑ ab ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ a^′b^′, ÐÒÑÍÁÑ bc ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ b^′c^′. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ ac ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ a^′c^′. □