íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

ìåëãéñ 6

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕ- ÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÌÏÓËÏÓÔØÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˝, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÄÅÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÐÒÑÍÙÍÉ, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ % : ˝ × ˝ → R ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÌÀÓ ÆÕÎËÃÉÑ) ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ. œ ÁËÓÉÏÍÁÈ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ É ÐÒÑÍÙÅ:

A1. þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ.

A2. þÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ ‘ É ÔÏÞËÕ a, ÅÊ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈ ‘.

(ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÉÐÁ \ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÒÑÍÁÑ ÎÅÐÕÓÔÙ, ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ").

œ ÁËÓÉÏÍÁÈ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ËÁËÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ \ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ", É ËÁËÉÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ | \ÐÒÑÍÙÍÉ". üÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ:

ðÒÉÍÅÒ 1 (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ˝ = {(x; y) ∈ R^2 | y ≥ 0} | ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÒÑÍÙÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ (ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ), Á ÔÁËÖÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÌÕÞÉ (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉÃÅ).

áËÓÉÏÍÁ A2 ÏÞÅŒÉÄÎÁ. áËÓÉÏÍÁ A1: ÐÕÓÔØ a; b ∈ ˝. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ [a; b]. åÓÌÉ ÏÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ a É b ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÌÕÞÅ. åÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ Œ ÔÏÞËÅ p, ÔÏ a É b ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ p É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ap.

ðÒÉÍÅÒ 2 (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ). ˝ | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÑÍÙÅ | ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÒÕÇÁ. áËÓÉÏÍÁ A2 ÏÞÅŒÉÄÎÁ. áËÓÉÏÍÁ A1: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ a; b ∈ ˝ É ÔÏÞËÕ a^′, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ 0a ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1= |a| ÏÔ ÔÏÞËÉ 0. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b É a^′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ !. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ! | ÐÒÑÍÁÑ, ÏÞÅŒÉÄÅÎ. åÓÌÉ ! | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ a^′ =∈ ˝, ! ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ˝ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ, c É d. ðÏÓËÏÌØËÕ |c|^2 = 1 = |a| |a^′|, ÐÒÑÍÁÑ 0c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ! ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ˝ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3 (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ). ˝ | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÑÍÙÅ | ÈÏÒÄÙ ËÒÕÇÁ. áËÓÉÏÍÙ A1{A2 ÏÞÅŒÉÄÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 4 (ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ). ˝ = {(x; y; z) ∈ R^3 | x^2 + y^2 − z^2 = −1; z ≥ 0} | ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÌÏÓÔÅÊ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ. ðÒÑÍÙÅ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ˝ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. áËÓÉÏÍÁ A1: ÐÕÓÔØ a; b ∈ ˝. åÓÌÉ a; b; O ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a É b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: a = (x; y; z), b = (tx; ty; tz), t ¿ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ (tx)^2 + (ty)^2 − (tz)^2 = −t^2 = −1, ÏÔËÕÄÁ t = 1, ÔÏ ÅÓÔØ a = b. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÒÅÚ O, a É b ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.

áËÓÉÏÍÁ A2: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ L, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘, ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÕÀ ¯, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÕÀ ‘. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ M ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a É ÐÒÑÍÕÀ ¯ | ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ L ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ¯ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ M ∩ L ∩ ˝ = ∅.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÙ 1{4 ÄÁÀÔ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ É ÚÁÄÁÔØ Œ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÐÏËÁ ÞÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÁÀÔ ÍÏÄÅÌØ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ 1. ðÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ | ËÒÕÇ.

ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ | Ó ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØÀ H = {z | Re z ¿ 0}, Á ËÒÕÇ | Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ ˙ = {z | |z| ¡ 1} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(z) = (z − i)=(z + i). åÓÌÉ Re z ¿ 0, ÔÏ |z − i| ¡ |z + i|, ÏÔËÕÄÁ |f(z)| ¡ 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(H) ⊂ ˙. åÓÌÉ w = (z − i)=(z + i), ÔÏ z(w − 1) = −i(w + 1), ÏÔËÕÄÁ z = −i(w + 1)=(w − 1) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë f. ôÏÞËÉ 1 É −1 | ËÏÎÃÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ËÒÕÇÁ ˙. åÓÌÉ w ∈ ˙, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ w − 1 É w + 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÕÐÏÊ ÕÇÏÌ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Re(−i(w + 1)=(w − 1)) = − Im((w + 1)=(w − 1)) ¿ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f : H → ˙ | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. 1

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ H ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÈÏÒÄÙ Œ ˙. åÓÌÉ ! ⊂ C | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ ! ∩ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c(!) = !, ÇÄÅ c(z)^{def}= z | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, Ô.Å. ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ. éÍÅÅÍ (f ∘ c)(z) = f(z) =^{z−i}_{z+i} =^{z+i}_{z−i} = (˚ ∘ f)(z), ÇÄÅ ˚(w)^{def}= 1=w | ÉÎŒÅÒÓÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f | ÄÕÇÉ ËÒÉŒÙÈ ÉÌÉ ÈÏÒÄÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚. ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚, ÔÏ É ! ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÍ ˚(w) = w= |w|^2. ðÏÜÔÏÍÕ ˚(a) = a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ !, É ˚(‘) = ‘, ÇÄÅ ‘ | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. ðÕÓÔØ a ∈ ∩ !. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ‘ ÞÅÒÅÚ 0 É a, É ÐÕÓÔØ ‘ ∩ = {a; b}. ðÏÓËÏÌØËÕ !() = , !(‘) = ‘ É !(a) = a, ÉÍÅÅÍ !(b) = b, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ b = a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ ‘ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ É ! ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, □

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚, ÔÏ ˙ ∩ | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ 2. ëÒÕÇ (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ) | ËÒÕÇ (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ).

œÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ c ∈ ZÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ‘ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ c ∈ ‘. ðÒÑÍÁÑ ‘ ÜÔÏ ÄÕÇÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ a; b ∈ !; ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(c) ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ 0c Ó ÈÏÒÄÏÊ ab.

ïÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÞÔÏ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ ëÌÅÊÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ f(c) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÕÇÉ ‘ ∋ c.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ !_1; !_2; !_3 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ !_1∩!_2 = {a_{12}; b_{12}}; !_2∩!_3 = {a_{23}; b_{23}}; !_1∩ !_3 = {a_{13}; b_{13}}. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ (a_{12}b_{12}); (a_{23}b_{23}); (a_{13}b_{13}) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !_i ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (x − p_i)^2 + (y − q_i)^2 = r^2_i ; ÚÄÅÓØ i = 1; 2; 3 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ‘_{12}; ‘_{23}; ‘_{13}, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ‘_{ij} : (x − p_i)^2 + (y − q_i)^2 − r^2_i = (x − p_j)^2 + (y − q_j)^2 − r^2_j . üÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙ (ÞÌÅÎÙ x^2, y^2 ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ!), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ‘_{ij} | ÐÒÑÍÙÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ a_{ij}; b_{ij} ∈ ‘_{ij}, É ÐÏÜÔÏÍÕ ‘_{ij} ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ (a_{ij}b_{ij}). ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ‘_{12} ∩‘_{23} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ (x−p_1)^2 +(y −q_1)^2 −r^2_1 = (x−p_2)^2 +(y −q_2)^2 −r^2 = (x−p_3)^2 +(y −q_3)^2 −r^2_3, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ‘_{13}. □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ _1, _2 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ! ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; b_1 É a_2; b_2 ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ; ÐÕÓÔØ c = _1 ∩ _2 ∩ ˙. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ˚(c) | ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ _1 É _2 (ÌÅÖÁÝÁÑ ŒÎÅ ˙). ôÏÞËÉ c É ˚(c) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ‘, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÈÏÒÄÙ a_1b_1 É a_2b_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ‘. ïÔÓÀÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ 3. çÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ | ËÒÕÇ (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ).

ôÏÞËÅ a ∈ ˝ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ (ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 1. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÏÍ ˝ ÂÕÄÅÔ ËÒÕÇ {(x; y; z) | x^2 + y^2 ¡ 1; z = 1}, Á ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ É ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô.Å. ÈÏÒÄÙ.

áÂÓÏÌÀÔÏÍ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓØ; Œ ÍÏÄÅÌÉ Œ ËÒÕÇÅ (ðÕÁÎ- ËÁÒÅ ÉÌÉ ëÌÅÊÎÁ) | ÇÒÁÎÉÃÁ ËÒÕÇÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ 1 É 2 ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÁÂÓÏÌÀÔ Œ ÁÂÓÏÌÀÔ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ. íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÐÒÉÍÅÒ 1).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ìÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÉÄÁ f(z) =^{az+b}_{cz+d} , ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc ¿ 0, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÉÄÁ f(z) =^{az+b}_{cz+d} , ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc ¡ 0, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ); ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉ- ÞÅÎ. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ a; b; c; d ∈ R, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓØ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÔ ÌÉÂÏ Œ ÓÅÂÑ, ÌÉÂÏ Œ ÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ f(i) =^{bd+ac}_{c2+d2} + i^{ad−bc}_{c2 +d2} ∈ H, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(H) = H.

åÓÌÉ ! | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ ! ∩H | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c(!) = !, ÇÄÅ c | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ∘ c = c ∘ f, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ÐÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. □

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

ðÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ (Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 1, 2 É 3); Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 4 ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ R^3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ËÏÎÕÓÁ x^2 + y^2 − z^2 = 0. åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ (Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ. ïÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ É ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘ : H → H | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á ‘_1; ‘_2 | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ ˘(‘_1); ˘(‘_2) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, Ô.Å. ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÌÉÂÏ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M (‘_1; ‘_2) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ‘_1, ÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ‘_2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (‘_1; ‘_2) Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (˘(‘_1); ˘(‘_2)). îÏ ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ m_1; m_2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (m_1; m_2) ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, Á ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ | ÎÅÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÙÅ ˘(‘_1); ˘(‘_2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ a | ÔÏÞËÁ ÁÂÓÏÌÀÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ‘, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ a, É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ˘(a) ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ˘(‘) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ (ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ, ‘ ÎÕÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÔØ). ðÏÓËÏÌØËÕ ˘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ∋ a.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÐÒÑÍÁÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1 É 2). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Œ 0, 1 É ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p; q; r ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f(z) = (az + b)=(cz + d), ÇÄÅ ad − bc ≠ 0 É f(p) = 0, f(q) = 1, f(r) = ∞. åÓÌÉ ad − bc ¿ 0, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ. åÓÌÉ ad − bc ¡ 0, ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → f(—z). □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ _1 ⊂ H | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ p; q, Á _2 ⊂ H | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ r; s, Á t | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÔÏÞËÉ _1 ∩ _2, ÔÏ (s − q)=(q − t) = (t − r)=(r − p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ t É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (q − t)=(t − r) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ _1 Œ _2, Á ÁÂÓÏÌÀÔ | Œ ÓÅÂÑ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ 0, 1 É ∞. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ’ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ˘ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’(t) ≡ t.

ðÕÓÔØ m = x + iy ∈ H. ðÒÑÍÁÑ (m0) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ 0 É a, ÐÒÑÍÁÑ (m1) | Œ ÔÏÞËÁÈ 1 É b, ÐÒÑÍÁÑ (m∞) | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 b = (1 − a)x=(1 − x). ïÂÒÁÚ ˘((m0)) | ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ 0 É ’(a), ÏÂÒÁÚ ˘((m1)) | ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ 1 É ’(b), ÏÂÒÁÚ (m∞) | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ ’(x). ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 ’(b) = (1 − ’(a))’(x)=(1 − ’(x)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; a ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ’(^{(1−a)x}_{1−x} ) =^{(1−’(a))’(x)}_{1−’(x)} .

ðÏÌÏÖÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ x = 1=2. ôÏÇÄÁ ∀a ’(1 − a) = ˘(1 − ’(a)), ÇÄÅ ˘ = ’(1=2)=(1 − ’(1=2)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄŒÁÖÄÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ∀a ’(a) = ’(1 − (1 − a)) = ˘(1 − ’(1 − a)) = ˘ − ˘^2 + ˘^2’(a), ÏÔËÕÄÁ ˘ = 1, É ’(1 − a) = 1 − ’(a). ôÅÐÅÒØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ’(^{(1−a)x}_{1−x} ) =^{’(1−a)’(x)}_{1−’(x)} .

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ a = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ’(1) = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ’(^x_{1−x} ) =^{’(x)}_{1−’(x)} . ôÅÐÅÒØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ: ’((1 − a) ·^x_{1−x} ) = ’(1 − a) · ’(^x_{1−x} ). ðÏÌÁÇÁÑ 1 − a = y, x=(1 − x) = z, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ’(yz) = ’(y)’(z).

ðÕÓÔØ ’(2) = u. ôÏÇÄÁ ’(2^ff) = ’(2)^ff = u^ff ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ∈ N. òÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 = ’(2^ff · 2^{−ff}) = u^ff · ’(2^{−ff}) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ’(2^ff) = u^ff ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ff. ôÅÐÅÒØ u^p = ’((2^{p=q} )^q) = ’(2^{p=q})^q , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(2^ff) = u^ff ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ∈ Q. œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ’ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ’(2^ff) = u^ff ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ∈ R. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ’(t) = ’(2^{log2 t}) = u^{log2 t} = 2^{log2 t·log2 u} = t^{log2 u def}= t^r. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ’(^x_{1−x} ) =^{’(x)}_{1−’(x)} ÐÏÌÕÞÁÅÍ r = 1. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ (Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ) ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : H → H | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2), É ÐÕÓÔØ f(0) = p, f(1) = q, f(∞) = r. ðÕÓÔØ g : RP^1 → RP^1 | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(p) = 0, g(q) = 1, g(r) = ∞. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1, g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ h : H → H ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ŒÉÄÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f ∘ h | ÁÆÆÉÎÎÏÅ É ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ 0; 1; ∞ ÁÂÓÏÌÀÔÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3, f ∘ g = id, ÏÔËÕÄÁ f = g^{−1} | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ŒÉÄÁ. □