íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

ìåëãéñ 7

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

æÌÁÇÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ˝ ÎÁÚÏŒÅÍ ÔÒÏÊËÕ (a; p; S), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ a ∈ ˝, ÌÕÞÁ (ÐÏÌÕÐÒÑ- ÍÏÊ) p Ó ÎÁÞÁÌÏÍ a É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ S ⊂ ˝, ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÌÕÞ p.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÌÁÇÏŒ (a_1; p_1; S_1), (a_2; p_2; S_2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÄÉÎ Œ ÄÒÕÇÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H = ˝.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ‘_1; ‘_2 ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÌÕÞÉ p_1; p_2, É ÐÕÓÔØ ‘_i ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ a_i; b_i (i = 1; 2). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÌÅËÃÉÉ 6, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f : H → H ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(a_1) = a_2, f(b_1) = b_2. ôÏÇÄÁ f(‘_1) = ‘_2, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ‘ ⊂ H | ÐÒÑÍÁÑ, a_1; a_2 ∈ ‘. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ‘ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ, a_1 = k_1i, a_2 = k_2i. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f(z) = k_2=k_1 · z ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ a_1 Œ a_2 É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ‘. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a_1 ∈ ‘_1, a_2 ∈ ‘_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ a_1 Œ a_2 É ‘_1 Œ ‘_2.

ðÕÓÔØ ‘ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ, a = i. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → 1=z ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ‘ Œ ÓÅÂÑ É ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÁ ÌÕÞÁ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → −z ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ‘ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÏ- ÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ a É ÌÕÞÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÎÅÊ) É ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÏÊ ‘. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÆÌÁÇ (a_1; p_1; S_1) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÆÌÁÇ (a_2; p_2; S_2).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ a_1 = a_2 = i, p_1 = p_2 | ÌÕÞ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ i ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ŒŒÅÒÈ, É S_1 = S_2 | ÐÒÁŒÁÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ). ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ 0 É ∞, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(t) = ct; c ∈ R. úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ ˘(z) = cz; c ¿ 0, ÌÉÂÏ ˘(z) = cz; c ¡ 0. îÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÏÞËÕ i É ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ | ÇÒÕÐÐÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ \ÍÅÎØÛÅ", ÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

œÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁËÓÉÏÍ | ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ:

A3. %(a; b) ≥ 0, ÐÒÉÞÅÍ %(a; b) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = b. A4. %(a; b) = %(b; a).

A5. %(a; c) ≤ %(a; b) + %(b; c).

œÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á % : X × X → R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ A3{A5, ÔÏ X ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Á % | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ: A6. åÓÌÉ %(a; c) = %(a; b) + %(b; c), ÔÏ ÔÏÞËÉ a, b É c ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

A7. åÓÌÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÄÁÔØ ÉÍ ÉÍÅÎÁ a, b É c ÔÁË, ÞÔÏÂÙ %(a; c) = %(a; b) + %(b; c) òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ % Œ ÍÏÄÅÌÑÈ ðÕÁÎËÁÒÅ É Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ Œ ËÒÕÇÅ ÚÁÄÁÀÔ ÐÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÈÅÍÅ; Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ ÔÁ ÖÅ ÓÈÅÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’ : ˝ → R_+ (ÓŒÏÀ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ fl : [0; 1] → ˝ | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ fl(0) = a É fl(1) = b. œÅËÔÏÒ fl^′(t)^{def}= (u(t); v(t)) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ fl(t). äÌÉÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ‖fl^′(t)‖_’^{def}= ’(fl(t)) |fl^′(t)| = ’(fl(t)) √ u^2(t) + v^2(t) | ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ fl^′(t), ÔÁË É ÏÔ \ÔÏÞËÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" fl(t). äÌÉÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ‘_’(fl) =

∫_1 0 ‖fl^′(t)‖_’ dt. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÌÉÎ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ a É b (Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fl(0) = a, fl(1) = b), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ R_’(a; b); ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %_’(a; b) = inf R_’(a; b).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÁ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ a É b; ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. 1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %_’ (Ó ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ A3{A5.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. A4: ÅÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ fl(t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b, ÔÏ ËÒÉŒÁÑ ~fl(t)^{def}= fl(1 − t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ b É a. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ‖~fl^′(t)‖_’ = ‖fl^′(1 − t)‖_’, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‘_’(~fl) = ‘_’(fl). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ R_’(a; b) = R_’(b; a), ÏÔËÕÄÁ %_’(a; b) = %_’(b; a).

A5: ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÉ a É c ËÒÉŒÏÊ fl_1, Á ÔÏÞËÉ c É b ËÒÉŒÏÊ fl_2. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ | ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ fl | ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b. ëÒÉŒÁÑ fl ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ; ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÇÌÁÄÉÔØ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ c ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ~fl, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ‘_’(~fl) ≤ ‘_’(fl_1) + ‘_’(fl_2) + ”. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∀” ¿ 0 ∀x ∈ R_’(a; c); y ∈ R_’(c; b) ∃z ∈ R_’(a; b) : z ≤ x + y + ”. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ %_’(a; b) = inf R_’(a; b) ≤ inf R_’(a; c) + inf R_’(b; c) = %_’(a; c) + %_’(b; c).

A3: ÐÕÓÔØ a ≠ b. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË P ⊂ ˝, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a É b ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ. ðÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉË P ËÏÍÐÁËÔÅÎ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ), ÆÕÎËÃÉÑ ’(x; y) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Œ P ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ m ¿ 0; ÔÁË ÞÔÏ ’(p) ≥ m ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ P .

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÒÉŒÁÑ fl, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ a É b, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ P . äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2 ∈ R^2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |v_1 + v_2| ≤ |v_1| + |v_2|, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÅÅ ÍÏÄÕÌÑ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ É ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ‘_’(fl) =

∫_1 0 ’(fl(t)) |fl^′(t)| dt ≥ m

∫_1 0 |fl^′(t)| dt ≥ m | | | ∫_1 0 fl^′(t) dt | | | = m |b − a|.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÒÉŒÁÑ fl ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ @P ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ @P ⊂ P ÚÁÍËÎÕÔÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ P ËÏÍÐÁËÔÎÏ). æÕÎËÃÉÑ r : @P → R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ r(x)^{def}= |x − a|, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ @P ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ r_∗ ¿ 0. íÎÏÖÅÓÔŒÏ T = fl^{−1}(@P )^{def}= {t ∈ [0; 1] | fl(t) ∈ @P } ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ fl ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ t_∗ ¿ 0 (0 =∈ T , ÐÏÓËÏÌØËÕ a = fl(0) ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ P ). ôÏÇÄÁ ‘_’(fl) ≥ ∫_{t∗} 0 ’(fl(t)) |fl^′(t)| dt ≥ m ∫_{t∗} 0 |fl^′(t)| dt ≥ m | | | ∫_{t∗} 0 fl^′(t) dt | | | = m |a − fl(t∗)| ≥ mr∗.

éÚ ÄŒÕÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ %_’(a; b) = inf R_’(a; b) ≥ min(m |b − a| ; mr_∗) ¿ 0. □

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍ A6 É A7 ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ ’.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‘_’(fl) = ‘_’(f(fl)) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ‘ É ŒÓÑËÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f : ˝ → ˝. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %_’ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ A6 É A7.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, É f(z) = z. ôÏÇÄÁ |f(z + ffi) − z| = |ffi| + o( |ffi|) ÐÒÉ ffi → 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f(z) = (az + b)=(cz + d), a; b; c; d ∈ R, ad − bc ¿ 0 | ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

f(z + ffi) − z = f(z + ffi) − f(z) = f^′(z)ffi + o(ffi) ÐÒÉ ffi → 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |f(z + ffi) − z| = |f^′(z)| |ffi| + o( |ffi|), É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |f^′(z)| = 1. éÍÅÅÍ f^′(z) = (ad − bc)=(cz + d)^2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ z = f(z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ z = (az + b)=(cz + d); ÐÏÓËÏÌØËÕ a; b; c; d ∈ R, ÉÍÅÅÍ —z = (a—z + b)=(c—z + d). œÙÞÉÔÁÑ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ z − —z =^{az+b}_{cz+d} −^{az̄+b}_{cz̄+d} =^{(az+b)(cz̄+d)−(az̄+b)(cz+d))}

(cz+d)(cz̄+d) =

(ad−bc)(z−z̄) |cz+d|^2 = |f

′(z)| (z − —z), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 | ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅËÃÉÀ.