îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

2. çòõððù ðòåïâòáúïœáîéê

1. ïÂÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

çÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g; h ∈ G ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ gh ∈ G, É ÅÓÌÉ g ∈ G, ÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1} ∈ G. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id_M = gg^{−1}.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ a; b ∈ M ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G), ÅÓÌÉ ∃g ∈ G : b = g(a). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (a ∼ a, a ∼ b ⇒ b ∼ a, a ∼ b É b ∼ c ⇒ a ∼ c). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼ ÎÁ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ M = ⨆ ff M_ff ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a ∼ b ⇔ ∃ff : a; b ∈ M_ff.

ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∼ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G. çÒÕÐÐÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, Á h : M → M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ hGh^{−1 def}= {hxh^{−1} | x ∈ G} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ Ë G ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ h).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N ⊂ M É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Norm_G(N ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g ∈ G ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ g(N ) = N . îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N = {a} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Stab_a.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stab_b É Stab_a ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ h ∈ G ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Stab_b = h Stab_a h^{−1}.

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ gHg^{−1} = H ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ g ∈ G.

úÁÄÁÞÁ 4. çÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÁ. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab_a ⊂ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ?

2. çÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

ðÕÓÔØ M | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÁ ÔÅÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ M Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 5. Á) éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÒÕÐÐÁ G? Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ G. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ M Œ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. Ç) éÚ ÐÕÎËÔÁ 5Œ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐ- ÐÅ G ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ M . ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. Ä) œÏÐÒÏÓ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ 5Œ É 5Ç, ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ M .

óÏËÒÁÝÅÎÎÏ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ 5Ç, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁË: \ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌÑÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ".

úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(n) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ R^n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Á) ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ R^n, Â) ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2 ∈ R^n, Œ) ÔÒÏÅË ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; v_3 ∈ R^n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ n = 1; 2 É 3.

úÁÄÁÞÁ 7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÅ Á) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Â) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ R^3, Œ) ËÕÂÁ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÅ, Ç) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ R^n. ðÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ co(a_1; : : : ; a_{n+1}), ÇÄÅ a_1; : : : ; a_{n+1} ∈ R^n ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ |a_i − a_j| ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ i ≠ j.

úÁÄÁÞÁ 8* (ÄÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÕÐÐ). ïÐÉÛÉÔÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÙ Œ ÚÁÄÁÞÅ 7 ËÁË (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ) ÇÒÕÐÐÙ.

ðÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ F_0 ⊂ F_1 ⊂ · · · ⊂ F_n, ÇÄÅ ÇÒÁÎØ F_i ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ i É F_n = M . 1

úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ 7, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÆÌÁÇÁ Œ ÚÁÄÁÞÅ 7 ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 9Á É 9Â, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ.

ðÕÓÔØ H | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ R^4, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = 0, Á I^{def}= {(x_1; x_2; x_3; x_4) | |x_1| ; : : : ; |x_4| ≤ 1} | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M = I ∩ H (ÇÌÁŒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÕÂÁ).

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ f_1 = (1; 1; −1; −1), f_2 = (1; −1; 1; −1), f_3 = (1; −1; −1; 1). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M = {y_1f_1 + y_2f_2 + y_3f_3 | |y_1 ± y_2 ± y_3| ≤ 1} (ŒÓÅÇÏ 4 ÕÓÌÏŒÉÑ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

úÁÄÁÞÁ 11. Á) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ, ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ I. Â) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M .

úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ G = Norm_{Aff(4)}(M ) Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ R^4 ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎ M . Â) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ a ∈ M ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ G_0 = Norm_G(a) Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. Œ) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ b, ŒÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ a, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ G_1 = Norm_{G0} (b) Œ ÇÒÕÐÐÅ G_0 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÅÂÒÏ b. Ç) äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ. ëÁË ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ?

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ËÁË I, ÔÁË É H.