îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

3. ðòïåëôéœîáñ çåïíåôòéñ

ðÕÓÔØ S_4 | ÇÒÕÐÐÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÅÂÑ. íÏÖ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ 4 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÓÅÂÑ (ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÔÏÞÅË).

úÁÄÁÞÁ 1. Á) óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ S_4? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S_4 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (Ô.Å. ÅÓÌÉ f(z) = (az+b)=(cz+d), ÔÏ œ(f(p); f(q); f(r); f(s)) = f(œ(p; q; r; s)), ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ f ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ). Œ) ðÕÓÔØ [p; q; r; s] = x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ [œ(p; q; r; s)] ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ x É œ ∈ S_4. Ç) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ [œ(p; q; r; s)]? Ä) ðÒÉ ËÁËÉÈ œ ∈ S_4 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [œ(p; q; r; s)] = [p; q; r; s]?

úÁÄÁÞÁ 2* (ÄÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÕÐÐ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 1Ä ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ S_4 ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ K. Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÕ S_4=K.

úÁÄÁÞÁ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ). åÓÌÉ ÔÏÞËÉ a_1; b_1; c_1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÔÏÞËÉ a_2; b_2; c_2 | ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÔÏÞËÉ a_1b_2 ∩ a_2b_1, a_1c_2 ∩ a_2c_1, b_1c_2 ∩ b_2c_1 ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 4 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ). åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ aa^′, bb^′ É cc^′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÔÏÞËÉ ab ∩ a^′b^′, ac ∩ a^′c^′ É bc ∩ b^′c^′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ R^2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ RP^2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÔÒÅÚÏË Œ ÓÅÂÑ, ÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ Œ ÓÅÂÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎ ÏÔÒÅÚÏË, ÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + y^2 = 1 Á) Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ x^2 − y^2 = 1; Â) Œ ÐÁÒÁÂÏÌÕ x^2 − y = 0. ëÕÄÁ ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ? ëÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÔÁÎÕÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ R^2 ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:^{|P ′S′ |·|Q′ R′|}

|R^′S^′|·|P^′ Q^′| = |P S|·|QR| |RS|·|P Q| , ÇÄÅ f(P ) = P

′ É Ô.Ä.

úÁÄÁÞÁ 8. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2+y^2 = 1 Œ ÓÅÂÑ, Á ÅÅ ÃÅÎÔÒ O | Œ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ A ŒÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÅ ÃÅÎÔÒ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ R^3 ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 9 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÓÏÍ? ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ ‘ ⊂ RP^2 | ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + y^2 = 1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÓÅÂÑ, Á ‘ | Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

úÁÄÁÞÁ 11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). ðÕÓÔØ a_1a_2a_3a_4a_5a_6 | ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a_1a_2 ∩ a_4a_5, a_2a_3 ∩ a_5a_6, a_3a_4 ∩ a_6a_1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÓÏÍ? ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ?

ôÏÞËÁ x_∗ ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞÅË x_1; : : :; x_n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ a, ÅÓÌÉ n x_∗−a = 1 x_1−a + · · · + 1 x_n−a .

úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞÅË x_1; : : : ; x_n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ- ÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [x_1; x_∗; t; a]+· · ·+[x_n; x_∗; t; a] = n. Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÕÔÓÁ: ÐÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ, ŒÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÌÏÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ n ÔÏÞËÁÈ x_1; : : :; x_n. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÞÅË x_1; : : :; x_n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ). ëÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(x; y) ∈ R^2 | P (x; y) = 0}, ÇÄÅ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n.