îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô çåïíåôòéñ, ïóåîø 2007 ç.

8. æõîäáíåîôáìøîáñ çòõððá

ðÕÓÔØ T^2 | ÆÁËÔÏÒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: (x_1; y_1) ∼ (x_2; y_2) ÅÓÌÉ x_2 − x_1; y_2 − y_1 ∈ Z.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Z^2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T^2 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ. œÙŒÅ- ÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ß_1(T^2) = Z^2. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ X_1, X_2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ p_1, p_2, X_1 × X_2 | ÉÈ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ p_1 × p_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_1(X_1 × X_2) = ß_1(X_1) ⊕ ß_1(X_2). õËÁÚÁÎÉÅ . œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍÉ i_{1;2} : X_{1;2} → X_1 × X_2 É ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ p_{1;2} : X_1 × X_2 → X_{1;2} ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ.

çÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÃÏŒ (ŒÓÅÈ ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ. ïÔÒÅÚËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ, ÉÈ ËÏÎÃÙ | ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÅÎ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÂÅÚ ÓÁÍÏ- ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÒÅŒÏ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ).

õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ: ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ \ŒÉÓÑÞÅÇÏ" ÒÅÂÒÁ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ (ÉÍÅÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ). õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ ÏÔÒÅÚËÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ F_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍŒÏÌÙ a_1; : : : ; a_n, a^{−1}_1 ; : : : ; a_n. ëÁË ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ F_n ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ "ÓÌÏŒ" (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ) ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ Aa_ia^{−1}_i B ∼ AB ∼ Aa^{−1}_i a_iB; ÚÄÅÓØ A; B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, Á i = 1; : : :; n. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ: A · B = AB.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÞÔÏ F_n | ÇÒÕÐÐÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ `_n, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F_n, Á ÒÅÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ŒÅÒÛÉÎÙ A É Aa_i, Á ÔÁËÖÅ A É Aa^{−1}_i , ÄÌÑ ŒÓÅÈ A É i = 1; : : : ; n.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `_n | ÄÅÒÅŒÏ. óËÏÌØËÏ ÒÅÂÅÒ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ F_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ `_n ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ. úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F_n ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ, Œ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F_n ÎÁ ÇÒÁÆÅ `_n. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ F_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ.

îÁÚÏŒÅÍ ÂÕËÅÔÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ∨^nS^1 ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ F_n ÎÁ `_n ÅÓÔØ ∨^nS^1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_1(∨^nS^1) = F_n. úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.