9. úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (13-14.12.07) 1. ðÕÓÔØ ¸_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p É ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − p. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} M(¸_1|¸_1 + · · · + ¸_n), ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÓÍÙÓÌÅ.

2. ðÕÓÔØ p | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ n ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ É q_n | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÓÐÅÈÏŒ Œ ÜÔÉÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ ÞÅÔÎÏ. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {q_n}.

3. ðÕÓÔØ ¸_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p É ÚÎÁÞÅÎÉÅ −1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − p. îÁÊÔÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

∑_n i=1 ¸_i = k.

4. ðÕÓÔØ F (x), F_n(x) | ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É F_n(x) → F (x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R, ÔÏ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÁ.

5. ðÕÓÔØ F (x), F_n(x) | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F_n → F Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ (Ô.Å. Œ ÔÏÞËÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ F ) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ F_n → F .

6. ðÕÓÔØ F (x), F_n(x) | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, É F_n → F Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R, É a; b | ÔÏÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ F , ÔÏ

lim_{n→∞}

∫_b a g(x)F_n(dx) =

∫_b a g(x)F (dx):

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ

lim_{n→∞} ∫_∞ −∞ g(x)F_n(dx) = ∫_∞ −∞ g(x)F (dx):

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ¸_n → ¸, ÇÄÅ ¸ = const ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÏÅ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5) ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F_{¸n} → F_¸.

9. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ, ÐÕÁÓÓÏÎÏŒ- ÓËÏÇÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ É ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ŒÓÑËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÄÌÑ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

11. ðÕÓÔØ ’_¸ | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ’_¸(t_0) = 1 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t_0 ≠ 0. ëÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ¸? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÉ |’_¸(t_0)| = 1.

12. ðÕÓÔØ ¸; ȷ | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸ + ȷ É ¸ − ȷ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ¸; ȷ ÉÍÅÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ).

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅÍ ¯_¸ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’_¸(t) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

lim_{T →∞} 1 2T ∫_T −T |’_¸(t)|^2dt = ∑ x (¯_¸(x))^2;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ x ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÙÈ ¯_¸(x) ¿ 0.

14. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ n ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ Ó ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØÀ p_n ÕÓÐÅÈÁ Œ ËÁÖÄÏÍ. ðÕÓÔØ S_n | ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÓÐÅÈÏŒ Œ n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ É ’_n | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÙ. îÁÊÔÉ lim_{n→∞} ’_n Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ np_n → ˘ ¿ 0.

15. ðÕÓÔØ ¸_1; ¸_2; : : : | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó M¸_n = 0 É sup_n D¸_n ¡ ∞. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ^1_n

∑_n

i=1 ¸_i.

16. ðÕÓÔØ ¸_1; ¸_2; : : : | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ É S_n =

∑_n i=1 ¸_i. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P(|S_n| ¡ c) → 0 ÐÒÉ n → ∞ É ŒÓÅÈ c ¿ 0.

17. ðÕÓÔØ ¸_n É S_n | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M¸_n = 0 É D¸_n ¡ ∞, ÔÏ lim_{n→∞} n^{−1=2}S_n = ∞ ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÏÅ.

18. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} 1 2^n ∑ k:0¡k¡(n+n^{1=3} )=2

C^k_n:

19. ðÕÓÔØ ¸ - ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p_¸(x) É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’_¸(t). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p_¸(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ x ¿ 0, ÔÏ ’_¸(t) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

20. îÁÊÔÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ’(t) = (1 − |t|)I_{[−1;1]}(t). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸_1; ¸_2; : : :, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÉ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. œÙÑÓÎÉÔØ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ^1_n

∑_n i=1 ¸_i.