íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 20.11.2008

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

úÁÄÁÞÁ 1. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 (1 − x)x^n ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÁÈ [0; 1 − ffi] É [0; 1].

úÁÄÁÞÁ 2. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 n^ff (√ x + 1 n − √ x ) , ÇÄÅ ff ∈ R, ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÎÁ ÒÁŒÎÏ-

ÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ 1) [0; +∞), 2) [ffi; +∞), 3) (0; +∞).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ (f_n) | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b) (ÇÄÅ b ∈ R ÉÌÉ b = +∞), ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ a_n = lim_{x→b} f_n(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌÙ lim_{n→∞} a_n É lim_{x→b} f(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ (a_{mn})_{m;n∈N} | ÄŒÏÊÎÁÑ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. 1) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅ- ÌÏŒ lim_{m→∞} a_{mn} É lim_{n→∞} a_{mn} ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ lim_{m→∞}( lim_{n→∞} a_{mn}) É lim_{n→∞}( lim_{m→∞} a_{mn}).

2) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÎÅÔ.

3) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÐÏŒÔÏÒÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÎÏ ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

úÁÄÁÞÁ 5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÞÌÅÎÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 6. (ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ áÂÅÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_n

ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^n ∑ k=1 a_kb_k = a_nB_n −^{n−1} ∑ k=1 B_k(a_{k+1} − a_k), ÇÄÅ B_k =^k ∑ j=1 b_j.

úÁÄÁÞÁ 7. (ðÒÉÚÎÁË äÉÒÉÈÌÅ). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 a_n(x)b_n(x). ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ 1) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n(x)} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; 2) ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ∑ n b_n(x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0,

ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É N ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | | N∑ n=1 b_n(x) | | | ⩽ C).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 a_n(x)b_n(x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 8. (ðÒÉÚÎÁË áÂÅÌÑ). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 a_n(x)b_n(x). ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ 1) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n(x)} ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; 2) ÒÑÄ ∑ n b_n(x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 a_n(x)b_n(x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 9. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÙ^∞ ∑ n=1 cos nx n^p É ∞∑ n=1 sin nx n^p

, ÇÄÅ p ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ^∞ ∑ n=1 a_n(x) = f(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b], ÐÒÉÞÅÍ f; a_n ∈ C[a; b].

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ^∞ ∑ n=1 a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ.

2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÅÚ ÕÓÌÏŒÉÑ f ∈ C[a; b]?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ (a_n) | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ R. åÅ ŒÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÅÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÎ ÞÅÒÅÚ lim_{n→∞}a_n.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ŒÅÒÈÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÙÊ +∞), É ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÐÒÅÄÅÌÕ lim_{n→∞} ( sup_{k⩾n} a_k ) . úÁÄÁÞÁ 12. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_na_n, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ^∞ ∑ n=0 a_nx^n (a_n ∈ R). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ x ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

A) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÒÑÄÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1) E = {0}; 2) E = [−R; R]; 3) E = (−R; R]; 4) E = [−R; R); 5) E = (−R; R). B) ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ^∞ ∑ n=0 a_nx^n (a_n ∈ R) Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ¿ 0 É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ E (ÓÍ. Ð. A). ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ R, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

úÁÄÁÞÁ 14. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ^∞ ∑ n=0 z^{n2} 2^n .

úÁÄÁÞÁ 15. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ 1)^∞ ∑ n=1 x^n n(n + 1)

, 2)^∞ ∑ n=1 n(n + 1)x^n.

úÁÄÁÞÁ 16. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 − 1 2 + 1 3 − 1 4 + : : : .

úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ^∞ ∑ n=0 a_nz^n | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, R ¿ 0 | ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ðÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ^∞ ∑ n=0 a_nR^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) =^∞ ∑ n=0 a_nz^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [0; R].

úÁÄÁÞÁ 18. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ŒÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 19. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ 1) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ; 2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ŒÓÀÄÕ, ÎÏ ÎÅ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f.