íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 18.09.2008

ðÒÅÄÅÌÙ. ðÏÌÎÏÔÁ R. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ a = lim_{n→∞} a_n = a É b = lim_{n→∞} b_n. 1) ðÕÓÔØ a_n ¡ b_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ a ¡ b?

2) ðÕÓÔØ a ¡ b. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a_n}, {b_n}?

3) ðÕÓÔØ a ⩽ b. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a_n}, {b_n}?

úÁÄÁÞÁ 2. (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ.) ðÕÓÔØ a_n ⩽ b_n ⩽ c_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, É ÐÕÓÔØ lim_{n→∞} a_n = lim_{n→∞} c_n = a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞} b_n, É ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ a.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ lim_{n→∞} a_n = lim_{n→∞} b_n = +∞ É lim_{n→∞} c_n = c ∈ R. éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ, É ÞÅÍÕ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÙ: 1) lim_{n→∞}(a_n +c_n); 2) lim_{n→∞} a_nc_n; 3) lim_{n→∞} 1=a_n; 4) lim_{n→∞} 1=c_n; 5) lim_{n→∞}(a_n − b_n); 6) lim_{n→∞}^{an}_{bn} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M ⊂ R | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÇÏ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ sup M = min{c ∈ R : x ⩽ c ∀x ∈ M}. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÞÉÓÌÏ m ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÅÓÌÉ x ⩽ m ∀x ∈ M É ∀” ¿ 0 ∃x ∈ M : x ¿ m − ”.

úÁÄÁÞÁ 4. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ inf M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÐÏÎÑÔÉÊ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ É ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ. úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÑÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. 1) ìÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ R ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2) åÓÌÉ I_1 ⊃ I_2 ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÔÏ^∞ ⋂ k=1 I_k ≠ ∅.

3) åÓÌÉ I_1 ⊃ I_2 ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ É lim_{n→∞}(ÄÌÉÎÁ I_n) = 0, ÔÏ^∞ ⋂ k=1 I_k ≠ ∅.

4) ìÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ. 5) ìÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ. 6) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A; B ⊂ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ a ⩽ b ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A; b ∈ B, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ c ∈ R, ÞÔÏ a ⩽ c ⩽ b ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A; b ∈ B.

7) ìÀÂÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ R ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 1){7) ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÎÏÔÙ R.

úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ ŒÙ ÅÝÅ ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ ÚÁÄÁÞÕ 7 Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ, ÔÏ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÅÅ ÔÅÐÅÒØ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ {U_ff}_{ff∈A}, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ⋃ ff∈A U_ff ⊃ M, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ff_1; : : : ; ff_n ∈ A, ÞÔÏ U_{ff1} ∪ : : : ∪ U_{ffn} ⊃ M).

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) ìÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. 2) ìÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞÁÈ f_1, f_2 É Ô.Ä. | ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 8. åÓÌÉ f_1 ∼ f_2 (x → x_0), f_2 ∼ f_3 (x → x_0), ÔÏ f_1 ∼ f_3 (x → x_0). úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ f_1 ∼ g_1 (x → x_0) É f_2 ∼ g_2 (x → x_0). 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_1f_2 ∼ g_1g_2 (x → x_0).

2) åÓÌÉ f_2 É g_2 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x_0, ÔÏ^{f1}_{f2} ∼^{g1}_{g2} (x → x_0). 3) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f_1 + f_2 ∼ g_1 + g_2 (x → x_0)?

úÁÄÁÞÁ 10. þÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {f_n}, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ: f_1 = f_2 = 1, f_n = f_{n−1} + f_{n−2} ÐÒÉ n ¿ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞}^{fn+1}_{fn} , É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.