íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 25.09.2008

ðÒÅÄÅÌÙ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ: 1) lim_{n→∞}

(2n^3 + 4)^8 (2n^2 + 7n − 9)^{12}

; 2) lim_{n→∞} n^{3=2}( √ n^3 + 1 − √ n^3 − 2);

3) lim_{n→∞} 3√ n^2 sin n! n + 1

; 4) lim_{n→∞}

(−2)^n + 3^n (−2)^{n+1} + 3^{n+1} .

úÁÄÁÞÁ 2. (ÞÉÓÌÏ e). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ e = lim_{n→∞} ( 1 + 1 n )_n

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ:

1) x_n = √ 2 √ 2 √ · · · √ 2 n ; 2) x_n = √ 1 + √ 1 + √ · · · + √ 1 n ; 3) x_n = p_n q_n

, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ p_n; q_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ

ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ: p_0 = 0; q_0 = 1; p_{n+1} = p_n + q_n; q_{n+1} = 2p_n + q_n.

úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} sin n?

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f : I → R | ÆÕÎËÃÉÑ, É c ∈ I. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ lim_{x→c} f(x) = ‘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀” ¿ 0 ∃ffi ¿ 0 : ÐÒÉ |x − c| ¡ ffi; x ∈ I ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ |f(x) − ‘| ¡ ”?

úÁÄÁÞÁ 6. (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏ çÅÊÎÅ É ÐÏ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ f : I → R | ÆÕÎËÃÉÑ, É c ∈ I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{x→c} f(x) = ‘ ⇐⇒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n} ⊂ I \ {c}, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ lim_{n→∞} x_n = c, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ lim_{n→∞} f(x_n) = ‘.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ f É g | ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ lim_{y→a} f(y) = b É lim_{x→x0} g(x) = a. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ lim_{x→x0} f(g(x)) = b?

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ f : (a; b) → R | ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É c ∈ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏ- ÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ lim_{x→c−} f(x) É lim_{x→c+} f(x).

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{x→+∞} ( 1 + 1 x )_x

= lim_{x→−∞} ( 1 + 1 x )_x

= e.

úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ 1) lim_{n→∞} n^n (n + 1)^{n+1}

É 2) lim_{x→+∞} ( x + 3 x − 2

)_{2x+1} . úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ 1=f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = √ x ÎÁ [0; +∞).

úÁÄÁÞÁ 13. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ? åÓÌÉ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ?

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Œ ÏÔÒÅÚÏË. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ?

úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, É ÅÅ ÇÒÁÆÉË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÇÒÁÆÉËÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = x.

úÁÄÁÞÁ 16. (ÄÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = a^x (ÇÄÅ a ¿ 0) ÎÁ R. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÕÂÙŒÁÅÔ) ÐÒÉ a ¿ 1 (a ¡ 1) É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g(x) = log_a x ÎÁ (0; +∞), Á ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ h(x) = x^ff (ÇÄÅ ff ∈ R) ÎÁ (0; +∞), É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ äÉÒÉÈÌÅ

D(x) = { 1; ÅÓÌÉ x ∈ Q; 0; ÅÓÌÉ x ∈ R \ Q

ŒÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙŒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ

R(x) = 1 q ; ÅÓÌÉ x = p q ∈ Q | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ;

0; ÅÓÌÉ x ∈ R \ Q

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁ Œ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 19.^∗ óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ Œ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ?

úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜËŒÁÔÏÒÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÅÍÐÅÒÁ- ÔÕÒÁ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 21.^∗ îÁ ÓËÏŒÏÒÏÄËÅ ÌÅÖÁÔ ÄŒÁ ÂÌÉÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÏÄÎÉÍ ŒÚÍÁÈÏÍ ÎÏÖÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÓÐÁÄÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÕÓËÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ^1.

úÁÄÁÞÁ 22. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ f(x + y) = f(x) + f(y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ R. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ f(x) = ax ÄÌÑ ŒÓÅÈ x (ÇÄÅ a = f(1)). 2)^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÒÁÚÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → R ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ [a; b].

úÁÄÁÞÁ 24. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} É {g_n}, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ I ⊂ R, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ f É g ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_n ± g_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ± g, Á f_ng_n | Ë fg.

úÁÄÁÞÁ 25. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b], ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 26. 1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_n, ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÆÕÎË- ÃÉÉ òÉÍÁÎÁ.

2)^∗ óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ äÉ- ÒÉÈÌÅ?

1óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÅÝÅ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÌÏÝÁÄØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÞÉÔÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÂÌÉÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ.