íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 16.10.2008

éÎÔÅÇÒÁÌ

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÔÏÖÅ ÓÔÕÐÅÎ- ÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f; g É ÌÀÂÙÈ ˘; ¯ ∈ R ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1) b∫ a (˘f + ¯g) dx =˘ b∫ a fdx +¯ b∫ a g dx; 2) | b∫ a fdx| ⩽ b∫ a |f| dx.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ f; g ∈ C[a; b]; ˘; ¯ ∈ R. äÏËÁÖÉÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ:

1) min_{[a;b]} f ⩽^1_{b−a} b∫ a fdx ⩽ max_{[a;b]} f; 2) ÅÓÌÉ f(x) ⩽ g(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b], ÔÏ b∫ a fdx ⩽ b∫ a g dx.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f ∈ C[a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b∫ a fdx = f(c)(b − a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ

c ∈ (a; b).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ f ∈ C[a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ff; fi; fl ∈ [a; b] ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fl∫ ff fdx = fi∫ ff fdx + fl∫ fi fdx.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f ∈ C[a; b], f(x) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b] É b∫ a fdx = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f = 0.

úÁÄÁÞÁ 6. (íÅÔÏÄ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ). ðÕÓÔØ f ∈ C^1[a; b] (Ô.Å. f | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b], ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÚÏÂØÅÍ [a; b] ÎÁ n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ a = t_0 ¡ t_1 ¡ · · · ¡ t_n = b, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g_n, ÒÁŒÎÕÀ f(t_k) ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (t_k; t_{k+1}] (k = 0; : : : ; n − 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | | ∫_b a f(t) dt −

∫_b a g_n(t) dt | | ¡ M1

(b − a)^2 2n ; ÇÄÅ M_1 = max_{t∈[a;b]} |f^′(t)|.

úÁÄÁÞÁ 7. (íÅÔÏÄ ÔÒÁÐÅÃÉÊ). ðÕÓÔØ f ∈ C^2[a; b] (Ô.Å. f | ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b], ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÚÏÂØÅÍ [a; b] ÎÁ n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ a = t_0 ¡ t_1 ¡ · · · ¡ t_n = b, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h_n, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ [t_k; t_{k+1}] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ (t_k; f(t_k)) É (t_{k+1}; f(t_{k+1})). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | | | ∫_b a f(t) dt −

∫_b a h_n(t) dt | | | ¡ M2

(b − a)^3 12n^2 ; ÇÄÅ M_2 = max_{t∈[a;b]} |f^{′′}(t)|.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ: 1) ÅÓÌÉ u; v | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ∫ u^′v dx = uv − ∫ vu^′dx;

2) ÅÓÌÉ u; v ∈ C^1[a; b], ÔÏ

∫_b a u^′v dx = u(b)v(b) − u(a)v(a) −

∫_b a vu^′dx.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ: 1) ∫ x^ffdx = x^{ff+1} ff + 1

+ const (ff ∈ R; ff ≠ −1); 2) ∫ dx x = { ln |x| + const_1 ÐÒÉ x ¿ 0; ln |x| + const_2 ÐÒÉ x ¡ 0; 3) ∫ sin x dx = − cos x + const; ∫ cos x dx = sin x + const; 4) ∫ a^xdx = a^x ln a

+ const (a ¿ 0; a ≠ 1); 5) ∫ sh x dx = ch x + const; ∫ ch x dx = sh x + const; 6) ∫ dx √ 1 − x^2

= arcsin x + const; ∫ dx 1 + x^2

= arctg x + const; 7) ∫ dx √ 1 + x^2

= arcsh x + const = ln(x + √ 1 + x^2) + const.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ A (x − a)^n ; Bx + C (x^2 + px + q)^m

(ÇÄÅ A; B; C; a; p; q ∈ R É p^2 − 4q ¡ 0).

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ c ¿ b^2 É ´ = √ c − b^2. ðÏÌÏÖÉÍ I_n = ∫ dx (x^2 + 2bx + c)^n

: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

I_1 = arctg ( x + b ´ )

´ + const;

I_n = x + b 2´^2(n − 1)(x + 2 + 2bx + c)^{n−1} + 2n − 3 2´^2(n − 1)

I_{n−1} + const ÐÒÉ n ¿ 1; ∫ x dx x^2 + 2bx + c = 1 2 ln |x^2 + 2bx + c| − bI_1 + const; ∫ x dx (x^2 + 2bx + c)^n = − 1 2(n − 1)(x^2 + 2bx + c)^{n−1}

− bI_n + const:

úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ: 1) ∫ dx sin^6 x

; 2) ∫ dx √ x^2 − 1

; 3) ∫ dx (1 − x^2)^{3=2}

; 4) ∫ arctg √ x dx; 5) ∫ ( ln x x )_2 dx; 6) ∫ dx x^4 + 4

; 7) ∫ sin^3 x dx cos^4 x

; 8) ∫ sin x dx sin^3 x + cos^3 x

; 9) ∫ dx e^{2x} + e^x − 2 ; 10) ∫ dx ((x − 1)(x + 1)^2)^{1=3} . úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ R | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÐÏÓÏÂ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÉÄÁ 1) ∫ R(x; √ x^2 − 1) dx; 2) ∫ R(x; √ 1 − x^2) dx; 3) ∫ R(x; √ 1 + x^2) dx; 4) ∫ R(x; √ x^2 + x^3) dx.

õËÁÚÁÎÉÅ (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ËÒÉŒÙÈ). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ x^2 − y^2 = 1, ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÔÏÞËÕ (1; 0) ÐÒÑÍÕÀ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ’ Ë ÏÓÉ Ox É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ËÁË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ t = tg ’.

úÁÄÁÞÁ 14. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ dx 1 + √ 1 − 2x − x^2 .