íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 23.10.2008

æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ. çÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ R, ÐÒÉÞčÍ

f(x) = n∑ k=0 a_k(x − x_0)^k + o((x − x_0)^n) (x → x_0):

îÁÊÄÉÔÅ a_0; a_1; : : : ; a_n. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ x → 0. 1) a^x = 1 + ln a 1! x + · · · + ln^n a n! x^n + o(x^n); e^x = 1 + x 1! + · · · + x^n n! + o(x^n);

2) ch x = 1 + x^2 2! + · · · + x^{2n} (2n)!

+ o(x^{2n+1});

3) sh x = x 1! + x^3 3! + · · · + x^{2n+1} (2n + 1)!

+ o(x^{2n+2});

4) cos x = 1 − x^2 2! + · · · + (−1)^n x^{2n} (2n)!

+ o(x^{2n+1});

5) sin x = x 1! − x^3 3! + · · · + (−1)^n x^{2n+1} (2n + 1)!

+ o(x^{2n+2});

6) (1 + x)^ff = 1 + ff 1! x + ff(ff − 1) 2! x^2 + · · · + ff(ff − 1) · · · (ff − n + 1) n! x^n + o(x^n).

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÅÊÌÏÒÁ (ÄÏ n-ÇÏ ÞÌÅÎÁ) ÐÒÉ x → 0 ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: 1) ln(1 + x); 2) arctg x; 3) arcsin x; 4) 1 1 − 3x + 2x^2 . úÁÄÁÞÁ 4. œÙÐÉÛÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ x → 0 ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: 1) 1 cos x

; 2) e^{sin x}; 3) √ cos x.

úÁÄÁÞÁ 5. ëÁË ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f + g, fg, f^{−1} É f ∘ g ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f É g?

úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ arctg ÐÒÉ x → +∞:

arctg x = ß 2 − 1 x + ??? + o ( 1 x^3 ) : úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ A; B; ff; fi (ff ¿ 0; fi ⩾ ff + 1) Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ arcsin ÐÒÉ x → 1 − 0:

arcsin x = ß 2 + A(1 − x)^ff + B(1 − x)^fi + o ( (1 − x)^fi ) : úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ D =^d_{dt} : R[t] → R[t] | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ e^D : R[t] → R[t]. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÕÀ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C(R).

úÁÄÁÞÁ 9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ:

1) lim_{x→0} cos x − e^{−x} 2=2 x^4

; 2) lim_{x→+∞} ( (x^3−x^2+^x_2 )e^{1=x}− √ x^6 + x^3 ) ; 3) lim_{x→0} sin(sh x) − sh(sin x) x^7 .

úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_k Œ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÉ

tg x = n∑ k=0 a_k k! x^k + o(x^n) (x → 0):

(õËÁÚÁÎÉÅ: (tg x)^′ = tg^2 x + 1.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ a_k | ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ É ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f^{(n)}.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ f ∈ C^∞(R), ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ f ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÕÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sup_{n⩾0; x∈R} |f^{(n)}(x)| = ∞.

úÁÄÁÞÁ 13. 1) ðÕÓÔØ f(x) = e^{−1=x2} ÐÒÉ x ≠ 0, f(0) = 0. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÎÕÌÅ.

2) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ a ¿ 0 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ ’ ∈ C^∞(R), ÎÅ ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ’(x) = 0 ÐÒÉ |x| ¿ a.

3) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ R É ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C^∞(R), ÞÔÏ f(x) = 1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a + ”; b − ”], f(x) = 0 ŒÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a − ”; b + ”] É 0 ⩽ f(x) ⩽ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f : R → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f : R → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔ- ÒÅÚËÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙŒÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f; g : R → R | ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÆÉÎÉÔÎÁ. óŒčÒÔËÏÊ f É g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(f ∗ g)(x) = ∫ R f(t)g(x − t)dt:

úÁÄÁÞÁ 14. (óŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒčÒÔËÉ).

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ∗ g ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ f; g. 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ∗ g = g ∗ f.

3) ðÕÓÔØ g ∈ C^n(R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ∗ g ∈ C^n(R) É f ∗ g^{(k)} = (f ∗ g)^{(k)} (k = 1; : : : ; n).

úÁÄÁÞÁ 15. (óÇÌÁÖÉŒÁÎÉÅ ÐÅÎØËÏŒ).

1) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’_” ∈ C^∞(R), ÞÔÏ ’_” ⩾ 0, ’_ffl = 0 ŒÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−”; ”], É ∫ R ’_”(t)dt = 1.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ f | ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (f ∗ ’_”)(x) → f(x) ÐÒÉ ” → 0, ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x. 3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ Ð. 5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

4) ðÕÓÔØ ŒÓÅ ’_” ÞčÔÎÙ (ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ). ëÕÄÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ (f ∗’_”)(x) ÐÒÉ ” → 0 Œ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÚÒÙŒÁ f?

5) óÄÅÌÁÊÔÅ Ð. 3 ÚÁÄÁÞÉ 13 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓŒčÒÔËÉ.