çÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ { User’s Guide

á. ëÕÓÔÁÒÅŒ

1 þÔÏ ÜÔÏ? 1

2 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2

3 óŒÏÊÓÔŒÁ 4

4 œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ èÏÐÆÁ 5

5 ðÏÌÉÎÏÍ äÖÏÎÓÁ É ÓËÏÂËÁ ëÁÕÆÍÁÎÁ 6

6 äÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 7

1 þÔÏ ÜÔÏ?

çÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ Kh^{i;j}(L) ÕÚÌÁ ÉÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L { ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÃÅÐÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ CKh^{i;j} (L), ÓÔÒÏÑÝÅÇÏÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ L. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÉÓÔÅÐÅÎØ (1; 0). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÏÄÎÏÇÏ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L.

åÓÌÉ L { ÕÚÅÌ, ÔÏ ÅÇÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. åÓÌÉ L { ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ L ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ÓÄŒÉÇ ÐÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁÍ.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÆÁËÔ Ï ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ èÏŒÁÎÏŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÇÒÁÄÕ- ÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (ÎÅÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÙÍ) ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ äÖÏÎÓÁ: ∑ i;j∈Z

(−1)^i dim Kh^{i;j} (L)q^j = ∑ i;j∈Z

(−1)^i dim CKh^{i;j}(L)q^j = ~J(L):

çÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ [1]. âÏÌØÛÕÀ ÉÚŒÅÓÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÒÁÂÏÔÁ [2], ÇÄÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ŒÓÅÈ ÕÚÌÏŒ Ó ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 11 ÐÅÒÅËÒÅÓÔËÁÍÉ. îÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÅ ÌÅËÃÉÉ [3], Á ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ [4]. œ ÒÁÂÏÔÅ [5] ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ èÏŒÁÎÏŒÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ íÉÌÎÏÒÁ Ï ÒÏÄÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÚÌÁ (ÐÅÒŒÏÅ ÎÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ).

2 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L, ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ k. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒ- ÛÉÎÅ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ {0; 1}^k ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅËÒÅÓÔÏË ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ:

åÓÌÉ v { ŒÅÒÛÉÎÁ ËÕÂÁ {0; 1}^k, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÔÁËÖÅ ÚÁ v. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅ- ÂÒÕ ËÕÂÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÓÏŒÓËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÉÎÄÅËÓÁ 1 (ÓÅÄÌÏ) ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑÍÉ. œÓÅ ÒÅÂÒÁ ËÕÂÁ ÓÞÉ- ÔÁÀÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ: ÅÓÌÉ ŒÅÒÛÉÎÙ v_0 É v_1 ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÒÅÂÒÏ ŒÅÄÅÔ Œ ÔÕ ŒÅÒÛÉÎÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ èÏŒÁÎÏŒÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ v ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A(v), Á ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ e : v_0 → v_1 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ A_e : A(v_0) → A(v_1) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ V = ¡ v_−; v_+ ¿ { ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÉ m É ´ { ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ:

m(v_− ⊗ v_−) = 0 m(v_− ⊗ v_+) = m(v_+ ⊗ v_−) = v_− m(v_+ ⊗ v_+) = v_+ ´(v_−) = v_− ⊗ v_− ´(v_+) = v_− ⊗ v_+ + v_+ ⊗ v_− èÏÔÑ ÜÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ v_+ { É ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒ (1+1)-ÍÅÒÎÏÊ T QF T . îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ V ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÐÆÁ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ðÕÓÔØ c(v) { ÞÉÓÌÏ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ Œ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÉ v ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ A(v) ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^{⊗c(v)}. ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÉÎÄÅËÓÁ 1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÒÅÂÒÕ, ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ 1: ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ, ÌÉÂÏ ÄŒÅ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ. íÙ ÐÏÌÁ- ÇÁÅÍ A_e ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÅÍÙÍ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÏÊ. åÓÌÉ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ, ÔÏ A_e ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÄŒÕÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ m, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ { ÔÏ ´.

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ CKh(D) ËÁË ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ A(v) ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍ v ∈ {0; 1}^k, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d { ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

d(x) = ∑ v−ÎÁÞÁÌÏ e_i

(−1)^{s(ei)}A_{ei} (x):

úÄÅÓØ x ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A(v), ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ ËÕÂÁ e_i, ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ v, Á ÞÉÓÌÏ s(e_i) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉÃ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ v ÓÌÅŒÁ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÅÎÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÄÅ ÒÅÂÒÁ e_i.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ d^2 = 0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L ÎÉËÁË ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ.

ðÕÓÔØ n_+ É n_− { ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅËÒÅÓÔËÏŒ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ grad(x) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ grad(x) = |v| − n_−;

ÇÄÅ x ∈ A(v), |v| { ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ v.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÐÏŒÙÛÁÅÔ grad(x) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÎÁ CKh(D) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ŒÔÏÒÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÂÕÄÅÔ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ.

ðÕÓÔØ p(v_±) = ±1. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ p ÎÁ V^{⊗i} ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

p(v_1 ⊗ · · · ⊗ v_i) = p(v_1) + : : : + p(v_i):

åÓÌÉ x { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p ÜÌÅÍÅÎÔ CKh(D), ÔÏ d ÐÏÎÉÖÁÅÔ p(x) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ p(x) + grad(x) ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÔØÓÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ q(x) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

q(x) = p(x) + grad(x) + n_+ − n_−:

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ Kh^{i;j}(L) ËÁË ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÁ CKh(D), Ó ÕÞÅÔÏÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÏË i = grad(x) É j = q(x). äÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÉÍÅÅÔ ÂÉÓÔÅÐÅÎØ (1; 0).

óÌÁÇÁÅÍÙÅ n_+ É n_− Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÏË ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Kh^{i;j} (L) ÎÅ ÍÅÎÑÌÉÓØ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ òÅÊÄÅÍÅÊ- ÓÔÅÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. åÓÌÉ D_1 É D_2 { ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÄÎÏÇÏ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L, ÔÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ CKh(D_1) É CKh(D_2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

üÔÏ ÎÅÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ; ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ [1], ÁÄÁÐÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÏÂÒÁÎÏ ÚÁ ÏÄÎÕ ÌÅËÃÉÀ { Œ [2]. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏ- ÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍ D_1 É D_2, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ òÁÊÄÅÍÁÊÓÔÅÒÁ.

3 óŒÏÊÓÔŒÁ

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Kh^{i;j} (L).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. äÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÚÌÁ U ÍÙ ÉÍÅÅÍ Kh^{0;1}(U) ≃ Kh^{0;−1}(U) ≃ Q, ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ i É j Kh^{i;j} (U) = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÀÎÎÅÔÁ). äÌÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ L_1 ⊔ L_2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ Kh(L_1 ⊔ L_2) = Kh(L_1) ⊗ Kh(L_2).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Kh(K ⊔ U) { ÜÔÏ ÕÄŒÏÅÎÉÅ Kh(K) ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ q- ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ ŒŒÅÒÈ É ŒÎÉÚ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÄŒÉÇÁ ÐÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ; ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÄŒÉÇ ÐÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁÍ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3.3.

óÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ∑ i;j (−1)^i dim Kh^{i;j} (L)q^j

ËÏÍÐÌÅËÓÁ CKh^{i;j} (L) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ äÖÏÎÓÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L.

íÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÐÏÚÄÎÅÅ.

ðÕÓÔØ —L { ÚÅÒËÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L (ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ R^3).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ CKh( —L) = (CKh(L))^∗. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Kh^{i;j}( —L) = Kh^{−i;−j} (L).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = ( : : : → A^{i;j} → A^{i+1;j} → : : : ) { ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ B ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ( : : : → (A^{i+1;j})^∗ → (A^{i;j})^∗ → : : : ) = ( : : : → B^{−i−1;−j} → B^{−i;−j} → : : : ) . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ r : (V; ´; m) → (V^∗; m^∗; ´^∗), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ v_± → (v_∓)^∗. ëÁÖÄÏÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ v ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÀ —v ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ —L. åÓÌÉ x ∈ A(v) { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÅÍÕ ÍÏÎÏÍ R(x) ∈ A(—v), ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ r ËÏ ŒÓÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ Œ x. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÓÔÉ ÎÁ ŒÅÓØ ËÏÍÐÌÅËÓ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ CKh( —L) É (CKh(L))^∗.

4 œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ èÏÐÆÁ

œÙÞÉÓÌÉÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ èÏÐÆÁ H.

ëÕÂ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ { ËŒÁÄÒÁÔ, n_+ = 2, n_− = 0. œ ÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ v = (00), A(00) ≃ V ⊗ V , ÑÄÒÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ v_− ⊗ v_− É v_+ ⊗ v_− − v_− ⊗ v_+. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Kh^{0;0}(H) ≃ Kh^{0;2}(H) ≃ Q, Kh^{0;i}(H) = 0 ÐÒÉ i ≠ 0; 2.

œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ 1 ÑÄÒÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ CKh^{1;j} (H) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (f; g), ÇÄÅ f ∈ A(01), g ∈ A(10), ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A(01) É A(10) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ V . äÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ d ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ A(01) É A(10) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A(11), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ V ⊗ V .

éÍÅÅÍ d((v_−; 0)) = −d((0; v_−)) = v_− ⊗ v_−, d((v_+; 0)) = −d((0; v_+)) = v_− ⊗ v_+ + v_+ ⊗ v_−. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ 1 ÑÄÒÏ d ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ.

îÁËÏÎÅÃ, Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ 2 ÉÍÅÅÍ d[A(11)] = 0, Á ÆÁË- ÔÏÒ A(11)=Im d ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_+ ⊗ v_+ É v_+ ⊗ v_− − v_− ⊗ v_+. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Kh^{2;4}(H) ≃ Kh^{2;6}(H) ≃ Q, Kh^{2;i}(H) = 0 ÐÒÉ i ≠ 4; 6.

óÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ Kh^{i;j}(H) ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÔÒÉÌÉÓÔÎÉËÁ.

5 ðÏÌÉÎÏÍ äÖÏÎÓÁ É ÓËÏÂËÁ ëÁÕÆÍÁÎÁ

CËÏÂËÁ ëÁÕÆÍÁÎÁ ¡ D ¿ { ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L, ÑŒÌÑ- ÀÝÉÊÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ìÏÒÁÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q. ïÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ

ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ { ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÊ:

1. ¡ k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ¿ = (q + q^{−1})^k

2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓËÅÊÎ-ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ëÁÕÆÍÁÎÁ:

: óËÏÂËÁ ëÁÕÆÍÁÎÁ ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ òÁÊÄÅÍÁÊÓÔÅÒÁ, ÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍ ~J(D) = (−1)^n− q^{(n}+^{−2n}−^) ¡ D ¿;

ÕÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÕÚÌÁ ÉÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ L ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓËÏÂËÉ ëÁÕÆÍÁÎÁ.

ðÏÌÉÎÏÍ ~J(L) = ~J(D) ÎÁÚÙŒÁÀÔ (ÎÅÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÙÍ) ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ äÖÏÎÓÁ. îÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ äÖÏÎÓÁ J(L) ÒÁŒÅÎ^{J̃(L)}_{q+q−1} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.4.

6 äÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ðÕÓÔØ L_0 É L_1 { ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ L ÒÁÚÒÅÛÅÎÉ- ÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅËÒÅÓÔËÁ. ôÏÇÄÁ ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ èÏŒÁÎÏŒÁ CKh(L_1) ŒÌÏÖÅÎ Œ ËÏÍÐÌÅËÓ CKh(L) É ÚÁÍËÎÕÔ Œ CKh(L) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ CKh(L_0) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ

0 → CKh(L_1) → CKh(L) → CKh(L_0) → 0;

ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÁÑ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

: : : → Kh(L_1) → Kh(L) → Kh(L_0) → Kh(L_1) → : : :

òÁÓÓÔÁŒÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ Œ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅ- ËÒÅÓÔËÏŒ n_+ É n_− Õ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ L; L_0 É L_1.

óÌÕÞÁÊ 1: ÒÁÚÒÅÛÁÅÍÙÊ ÐÅÒÅËÒÅÓÔÏË { ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1-ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ, É ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ L_1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó L ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, n_+(L_1) = n_+(L), n_−(L_1) = n_−(L) − 1.

äÌÑ L_0 ÎÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ L_0 ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ c = n_−(L_0) − n_−(L).

ôÏÇÄÁ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

0 → CKh^{i;j+1}(L_1) → CKh^{i;j} (L) → CKh^{i−c;j−3c−1}(L_0) → 0

(ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ i { ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ É j { q- ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

: : : → Kh^{i;j+1}(L_1) → Kh^{i;j} (L) → Kh^{i−c;j−3c−1}(L_0) → Kh(L_1)^{i+1;j+1} → : : :

óÌÕÞÁÊ 2: ÒÁÚÒÅÛÁÅÍÙÊ ÐÅÒÅËÒÅÓÔÏË { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0-ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ, É ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ L_0 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó L ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, n_+(L_0) = n_+(L) − 1, n_−(L_1) = n_−(L).

äÌÑ L_1 ÎÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ L_1 ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ c = n_−(L_1) − n_−(L).

ôÏÇÄÁ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

0 → CKh^{i−Ó−1;j−3Ó−2}(L_1) → CKh^{i;j}(L) → CKh^{i;j−1}(L_0) → 0

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

: : : → Kh^{i−Ó−1;j−3Ó−2}(L_1) → Kh^{i;j} (L) → Kh^{i;j−1}(L_0) → Kh(L_1)^{i−Ó;j−3Ó−2} → : : :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ èÏÐÆÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÛØ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.

óÍÙÓÌ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ: Kh(L_1) → Kh(L) É Kh(L) → Kh(L_0) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÌÏÖÅÎÉÀ É ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Kh(L_0) → Kh(L_1) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÂÅÒÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ x ∈ CKh(L_0), ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ CKh(L) É ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÁÓÔØ, ÌÅÖÁÝÕÀ Œ CKh(L_1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ èÏŒÁÎÏŒÁ ÔÒÉÌÉÓÔÎÉËÁ, ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

òÁÂÏÔÙ ÐÏ ÔÅÍÅ

[1] Mikhail Khovanov. A categorification of the Jones polynomial.

arXiv:math/9908171v2 [math.QA].

[2] Dror Bar-Natan. On Khovanov’s categorification of the Jones polynomial. Algebraic & Geometric Topology, Volume 2 (2002) 337-370.

[3] Paul Turner. Five Lectures on Khovanov Homology.

arXiv:math/0606464v1 [math.GT].

[4] Marta Asaeda, Mikhail Khovanov. Notes on Link Homology.

arXiv:math/0804.1279v1 [math.QA].

[5] Jacob Rasmussen. Khovanov homology and the slice genus.

arXiv:math/0402131v1 [math.GT]